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libertario, muri6 luchando por la libertad. Como él, otros miles han muerto
para que nosotros gocemos de los derechos que tenemos. No te dejes enganar
por los tristes pregoneros del egoismo. Amé a tu prdjimo y no olvides que
si sus derechos se vulneran, los tuyos también. Ayuda a tu compafiero de
estudio, defendé tu universidad.
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1 Readme

Las notas del teérico son esquematicas e incompletas: se aconseja seguir el
libro y no este apunte. Tal vez el tinico tema en que sean tutiles sea la secciéon
2.6, Abstrayendo (), donde se discuten los isomorfismos sobre {2—al menos
en la medida en que es el tema mas abstracto del curso.

Los ejercicios resueltos pueden contener errores y deben leerse con espiritu
critico.



2 Teoria

2.1 Ordenes parciales y dominios
2.1.1 Ordenes discretos y llanos

Al orden parcial dado por la relacion a < b <= a = b lo llamamos el
orden discreto. Ningin elemento es comparable con otro. Ademés, dados
dos conjuntos X e Y, definimos el siguiente orden sobre X — Y:

f<g <= 2€Dr=>z€ DA f(z) <y f(y)

Es facil demostrar que este orden es parcial.

Ademés, dado un conjunto X, definimos X | como la operacién de lifting
tal que

X1 =(xu{L},2)

con =< idéntico al orden discreto, excepto que L es menor (y por ende
comparable) a todos los elementos de X. Es facil probar que X es un orden
parcial. Al orden < dado por la operacién de lifting se le llama el orden
llano. Si X es un poset que posee un minimo, usamos L para denotar dicho
minimo.

Si X es un conjunto, definimos también

X® = (XU{oo},j)



donde = es el orden usual sobre X, excepto que oo es un maximo.
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Figure 3: Diagrama de Hasse de N

2.1.2 Cadenas

Una cadena C' de un poset & es una secuencia infinita {p;},. tal que py <

p1 < ...,donde < es el orden asociado a %. Si el conjunto {p : p = p; para algtin ¢ € N}
es finito, decimos que la cadena es no-interesante. Si es infinito, decimos que

la cadena es interesante. Notemos que el caso finito solo puede darse si, a

partir de cierto k € N, py, = pry1 = prs2 = . ... Es facil notar que los 6rdenes
discretos y llanos sélo tienen cadenas no-interesantes.



Si todas las cadenas de un orden parcial tienen supremo, decimos que
dicho orden es un predominio. En general, si Y es un predominio, X — Y
es un predominio.

Prueba. Asuma que (Y, <y) es predominio. Entonces, en particular,
es un orden parcial. .. Dado un conjunto X, tenemos el orden parcial
asociado a X — Y dado por

[<g9g = VeeX:zeDf=>x€ Dy f(z) <y g(z)

Sea fi < fo < ... una cadena arbitraria de X — Y. Si dicha cadena
es no-interesante, necesariamente tiene supremo, asi que estudiemos
el caso en que la cadena es interesante. Dado xo € 9y, arbitrario, la
cadena f; < fo» <... induce una cadena en Y dada por

fi(zo) < fa(mo) < ...

Por hipétesis, dicha cadena tiene un supremo | |, fi(o). Si definimos

F (o) = || fil=o)

€N

tenemos que F € (X — Y), que zg € Dy, = 29 € Dy, y que para
todo i se cumple f;(zg) < F(zo). .. F es cota superior de f; < fo < ...
Que es supremo se sigue facilmente de que | J;cy fi(zo) es supremo de
fi(@o) < fa(zo) < ...

Un predominio que tiene un elemento minimo se denomina dominio.
Aqui otra vez se cumple que si D es dominio, X — D es dominio.

Prueba. Asuma que D es dominio. Entonces es predominio y por
lo tanto X — D es predominio. Sea 1 € X — D definida como la
funcién constante ¢» = L p. Entonces es claro que ¢ < f para toda
f € X — D. Luego 9 es minimo de X — D.



2.2 Morfismos y funciones continuas

Sean X, Y posets. Si f € X — Y preserva el orden parcial, se dice moné6tona.
Si f preserva ademas el supremo de cadenas, se dice continua. Si ademés
preserva el minimo, se dice estricta.

Deberia ser claro que sizy < zo <...esunacadenaen Xy fe X - Y
es mondtona, entonces f(z1) < f(z2) < ... es una cadena en Y. Cabe
también destacar que si f es mondtona, preserva el supremo de cadenas no-
interesantes. Por lo tanto, podriamos definir la nocién de continuidad como
la preservacién de supremos en cadenas interesantes.

Ejemplo. Considere f € N*© — {T, L}. Asuma que f(n) = L para
todo n € Ny que f(oo) = T. Claramente, f es mondtona, pero
no preserva el supremo de 1 < 2 < 3... Aplicar f dicha cadena da
1 <1 <...consupremo L # f(c0).

Aunque la monotonia no implica continuidad, una funcién monétona en
X — Y nos da una cota superior para el supremo de las cadenas de Y.

Theorem 1 Si P, son predominios y f € P — @ es mondtona,

sw)<7(Un)

€N 1€N

Prueba. Sea f : P — @ mondtona y pyp <p p1 <p ... una cadena
interesante de P.

Para todo j se cumple p; < | |;cypi- Como f es monétona, f(p;) <
f Uien pi)-
". f (Wsen ps) es cota superior de {f(pi)};cn-

Como @ es predominio, la cadena {f(p;)},c tiene supremo. Como por
def. dicho supremo es la menor cota superior,

|_|f(pi)Sf<|_|pi) u

€N €N
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Es facil demostrar que si f es mondtona entonces es continua. De este
hecho y del teorema anterior se sigue que f es continua si y solo si

f <|_| pz') = || f(»)

1€EN 1€EN

2.3 Extension de funciones para lenguajes con fallas

Un estado abortivo, o estado con falla, es un par (abort, ), donde abort
es una nueva palabra del lenguaje y o es un estado. Definimos

5 := LU {(abort,o | 0 € )} = Z U {abort} x &

[fail] o := (abort, o)

___Ahora damos la siguiente extensiéon. Si f € ¥ — fi, definimos f, :
| — X, como

1 w=_1

filw)={fw weX
(abort,o) w = (abort,o)

Entonces se tiene

[eo;er] o = ([ea]). ([eo] o)

Analogamente,

10



[while bdo ] = | | F* L

€N
where F' f 0 = {f*([[c]] o) o] .
o otherwise

Si f € ¥+ X, definimos f; € .+~ %, como:

1L w=_1
fT w=sfo oceY
(abort, f o) w = (abort, o)

Entonces

[newvar v :=e in c] o
=o' € X0’ |v:av]), ([c][o | v: [e]] o)

11



2.4 Output

Una vez incorporado el output a nuestro lenguaje, hay tres maneras en que
un programa se puede comportar:

» El programa produce una secuencia finita y luego se ejecuta indefinida-
mente sin generar mas salida.

o El programa produce una secuencia finita y luego termina normalmente
o de forma abortiva.

e El programa produce una secuencia infinita.

Definimos €2 como el dominio de salida y determinamos que 2 esta orde-
nado como sigue:

w C Y <= w es subsecuencia inicial de 1

Ahora consideremos una cadena {w;},cy. Si {wi};cy DO es interesante, su
supremo sera una secuencia finita de enteros o una secuencia finita con enteros
y un tltimo elemento que es un estado. Si {w;};.y es interesante, entonces
cada w; es la "instantanea"' de una computacion infinita en los tiempos ¢ =
1,2,.... Por ejemplo, en la computacién de los digitos de 7, tendriamos:

() C(3)(3,1)(3,1,4) C (3,1,4,1) C (3,1,4,1,5) C (3,1,4,1,5,9) C ...

Entonces el limite de la cadena es el elemento del dominio que describe
la salida total de la computacién. No es dificil notar que €2 es un dominio.

Prueba. Los casos finitos son triviales. Sea {w;};cn una secuencia
infinita con w; € €.

Dado que w; C w;+1 y estas secuencias son distintas y finitas, w;y1
tiene més elementos que w;. Ademés, si w; tiene un elemento j-
ésimo, entonces w; 1 también lo tiene, y estos coinciden. Por lo tanto,
cualquier cota superior de la cadena es una secuencia infinita.

12



Ademss, si pu es una cota superior de la cadena, el i-ésimo elemento
de p debe ser idéntico al i-ésimo elemento de todas las secuencias de
la cadena cuya longitud sea al menos ¢. En otras palabras, para todo
t € N, el i-ésimo elemento de p estd determinado de manera unica. ..
4 es Unico.

Dado que cualquier cota superior de la cadena estd determinada de
manera Unica, la cadena tiene una sola cota superior, y por lo tanto
debe ser la menor cota superior.

.. Q es un predominio.

Es trivial observar que la secuencia vacia () € (2, que es la salida
de un programa que se ejecuta indefinidamente sin realizar ninguna
operacion de escritura, es el minimo.

. Q es un dominio.

13



2.5 Extension de outputs

Sea f : ¥ +— 2 una funcién de estados en outputs. La extensién de f definida
como f, : 2 — ) se define como

fow= (ngy...,mg—1) H fo w={ng,...,nk_1,0)
i w c.c.

Es decir que f, es inefectiva (es la funcién identidad) para todo w € Q
que no tiene un estado final 0. Esto incluye los outputs infinitos, los outputs
finitos sin estado final, y los outputs que terminan en (abort, o).

Esta funcién nos permite definir la concatenacién de comandos:

[co; 1o = ([ea]).. ([collo)

Ejemplo. Si [¢]o termine en (1,2,0') y [c1]o’ termina en (3,4,7),
[[CO; Cl]]O' = <1a 27374a7>'

También nos permite definir el while de manera que el estado final es
inyectado a una secuencia, con [while b do c]o = | ;e F* L y

[ bl
Fi {f*([[c]]a) c.c.

Notemos que al usar f,, el output de cada iteraciéon del while sera con-
catenado al output de la iteracién anterior.

2.5.1 Transformacién de estados finales

SifeX =%, fi : Q= Q se define como

14



(no, ..., nk-1, (abort, f o)) w = (no,...,nk1, (abort, o))

-fTw: <n0,...,nk_1,f0'> w=(n0,...,nk_1,a>

w C.C.

Es decir, f; w aplica f al estado final de w, incluso si dicho estado final
es el estado en que se produjo una falla. Esto nos permite definir

[newvar v :=e in cJo = R; ([c][o | v : [e]o])

donde R es la restauracion:

R =X’ €Xfo' |v:o]

2.6 Abstrayendo {2

Ahora nos proponemos expresar la extensién f, de f en funcién de cuatro
inyeciones disjuntas. Dichas inyecciones son:

(1) L e{()}—=90 definida como ()= =1q

(2)  tiem €Z = Q definida como Lerm(0) = (0)

(3)  tabors €2 — Q definida como tabort(0) = ((abort, o))
(4) tout €EZXQ—=Q definida como tout(M,w) = (n) H w

fol=1
(Lterm U) = f o
f *(Laborta ) labort O
fe(tout(n, w)) = tous(n, faw)
15



Un primer punto interesante es que ahora la definicién de f, para el caso
de un output (ng,...,ng_1,...) es recursiva. También es importante notar
que las funciones ¢ son inyectivas y tienen rangos disjuntos, y que cualquier
w € () finito puede formarse a través de sucesivas aplicaciones de estas fun-
ciones. Es decir, podemos pensar que estas funciones son constructores de
una sintaxis abstracta cuyas frases son las secuencias finitas de (2.

Anélogamente, se puede definir

fi Q=10

fi{o) =(f o)

f+ ((abort, o)) = ((abort, f o))
fi ((n) + w) = (n) + frw

16



2.6.1 Isomorfismos sobre 2

El dominio €2 tiene el siguiente orden:

donde (o;) son secuencias con un dnico estado o un tnico par (abort, o),
y el diamante con €2 es el conjunto de secuencias que empiezan con el entero

k.

Autosimilitud de 2. Considere lo siguiente: para cada w € €}, existe
una Unica secuencia w’' € Q tal que w = k + . Es decir, existe una
correspondencia uno a uno entre todos elementos de 2 y todos los elementos
de €, y es facil ver que dicha correspondencia es invertible. .*. ) es isomérfico
a (.

(%) Informalmente, podemos pensar que ciertos elementos de 2
se parecen a {2, o que 2 tiene subconjuntos que difieren muy poco
del mismo 2.

Naturaleza recursiva de ). Considere Z x ) con Z bajo el orden
discreto. Claramente, para cada k € Z, existe (k,w) para cada w € Q. Es
decir, se asocia una "copia' de 2 a cada entero. El orden punto a punto
resulta

17



(nyw) C(n,u') <= n=n"ywClquw
Es decir, cada "copia' tiene el mismo order que en {2, y los miembros de

copias diferentes son incomparables. Por lo tanto, cada (n,w) se corresponde
con un dnico w’' € , y tenemos que

Ule‘ZXQ
kez

Por lo tanto, combinando que la unién de los €2 es isomoérfica a Z x ()
con el orden de 2 dado en el primer diagrama, tenemos

En conclusion,

Q~(S+7xQ)
Por lo tanto, existen funciones continuas ¢, ¥

[N
97(2+ngh

tales que ¢ o 1,1 o ¢ son funciones identidad.

18



Esto revela la naturaleza recursiva de 2 porque nos dice que todo ele-
mento de € es o bien una secuencia con un tnico estado (tal vez abortivo),
o bien L, o bien (caso recursivo) un entero pareado con otro elemento de
Q.

En particular, parear cada elemento de 32 con 0 y cada elemento de Z x €}
con 1 no cambia ninguno de los resultados anteriores. Por lo tanto, podemos
descomponer {2 del siguiente modo:

Y
2 ——— 3 L S+zZxQ—1 s E+zZxQ) —2 0
/I\Ll
Z x )

Ac4, tnorm, Labnorm iNyectan estados en X, mapeando o — oy o — (abort, o),
respectivamente. Las funciones ¢, ¢; son la unién disjunta y ¢4 es simplemente
el lifting. Tenemos entonces:

Lterm=wolToLOo[/norm62_)Q
labort :¢OITOLOOLabnorm €EX—=0Q
Lout=¢OlTOL1€(ZXQ)—)Q

Dar las inyecciones en términos de la relacién entre estos conjuntos, y no
en términos de la semantica de los mismos, nos permite librarnos del requisito
de que el dominio {2 sea una secuencia de enteros y estados. Cualquier grupo
de conjuntos donde las ¢ sean inyecciones con rangos disjuntos satisface las
propiedades requeridas.

19



2.7 Input y nueva extensién de 2

Si agregamos <comm> ::=7<var> al lenguaje, que hace que una variable
tome un valor dado por input, debemos extender la seméantica todavia mas.
Recordemos que, sin input, con 2 ~ (f?—l—Z x ), habian cuatro posibilidades
para un programa 9:

e 9P no se detiene y w = L.
e P termina en 0, Y W = Lierm 0.
e P abortaen oy w = taport 0.

e P escribe un k € Z y luego se comporta segin w’, es decir w =
tout (k,w').

Para describir input, introducimos una posibilidad nueva, donde el input
es representado por una funcién g € Z —

e P lee un entero k y su comportamiento es determinado por g k. En
este caso decimos w = ¢;, g con g € Z — ).

Habiendo afiadido esta posibilidad, tenemos que tomar {2 como una solu-
cién de

Qx (B+ZxQ+(2Z~Q),

Las ocurrencias de ) que estan en Z — 2 son llamadas resumptions,
porque refieren comportamientos que se dan cuando el proceso se resume
después de input o output. Se define

Lin:’wOlTOLQG(Z—)Q)—)Q

20



3 Semantica operacional

Completar.

4 Calculo lambda

La sintaxis del calculo lambda, si tenemos en cuenta que el mismo es Turing
completo, es absurdamente simple:

<expr> ;= | <var>
| <expr><expr>
| A<var>.<expr>

La aplicacién asocia a izquierda. Por ejemplo,

Az.(Ay.zyx)z = Az.(Ay.(zy)x)z

Las expresiones de la forma <exp><exp> son llamadas aplicaciones, y
las expresiones de la forma A<var>.<exp> son llamadas abstracciones. Las
variables libres se definen tal como es de esperarse. La sustituciéon no es
compleja excepto para las abstracciones, donde definimos:

(Av.€) /6 = Mnew (€/16 | V: tnew]),  tnew & J  FV (Sw)
weuf;/;(e)

Ejemplo. Considere e = Azx.A\y.xyzw. Sea § € A tal que dz =
y y deja lo demés igual. Aplicar la sustitucién directamente daria
Az. \y.zyyw, lo cual no es una expresiéon equivalente porque la y que
sustituye a z esta ligada, mientras que z era libre. El problema es que

21



no hemos sustituido y por ynew. De acuerdo a lo antedicho, ypew debe
ser tal que

Ynew & U FV(éw)
weFV(e)—{y}

Claramente, F'V (e)—{y} = FV(e) = {w, z} y por lo tanto el conjunto
de arriba es {0 2,0 z} = {y, z}. Por lo tanto, ynew no puede ser ni y
ni z. Una aplicacion correcta de la sustituciéon podria ser

AT AU TUYW

El ejemplo anterior es tedioso, pero many a soul has perished por errores
al sustituir.

Algunos resultados esperados:

1. Si éw = 0'w para cada w € FV(e), e/d =¢€/d'.
2. 6/I<Var> =e.

3. (c) FV(e/d) = Uperv(e) FV (ow).

4.1 [-reduction

La B-reduction es la seméantica operacional del calculo lambda. Una tran-
sicién en dicha semantica se llama contraccion, una secuencia de mutilples
contracciones es una reducidn, y una ejecucién se denomina una secuencia
de reducciones.

Definition 1 Una expresion de la forma (Av.e)e’ se denomina redex.

Intuitivamente, un redez es la aplicacién de una funcién (una abstraccién)
a un argumento.

22



REGLA DE TRANSICION: f-reduction

(M. e)e’ — (e[v — €])

REGLA DE TRANSICION: Renombre

€ — e e =¢€

ey — €]

REGLA DE TRANSICION: Clausura contextual
€y — €1
ey — €]

donde €] se obtiene de ef, reemplazando una ocurrencia de ey por e;.

Definition 2 Se dice que una expresion sin ningin redexr estd en forma
normal.

Theorem 2 (Church-Rosser) Sie —* ey y e —* e, entonces hay una
expresion € tal que eg —* € ye; — €.

El teorema de Church-Rosser debe entenderse como un teorema de con-
vergencia. Establece que aunque la reduccién de e diverja y conduzca a dos
expresiones distintas, eventualmente ambas expresiones pueden reducirse a
una expresiéon comun.

Proposition 1 Cocientada sobre el renombre, toda expresion tiene a lo sumo
una forma normal.

Proposition 2 (Estandarizacién) Si eziste una secuencia de reducciones
de e que termina, la reduccion en orden mormal de e termina.

23



Una regla simple es la n-reduccién:

v FV(e)
Av.ev = v

Definition 3 Una expresion estd en forma canonica si es una abstraccion.

4.2 Evaluacion

Hasta ahora, la 8-reduccién y la relacién — permiten computar cosas, pero
no se corresponden con el modo en que los lenguajes de programacién evalian
cosas. La evaluacién tiene otras caracteristicas:

e Séblo se evaldan férmulas cerradas
e Es deterministica

o No busca formas normales sino formas canénicas

Hay dos formas principales: normal (e.g. Haskell) y eager (e.g. ML).
La evaluacién busca formas canénicas, y por ende las mismas vienen a ser el
"valor" de una expresién. Cada evaluacién tiene su propia definicion de lo que
es una forma canédnica, pero en el caso del calculo lambda éstas coinciden.

4.3 Evaluacién en orden normal

Una expresién cerrada es una que no contiene variables libres. En partic-
ular, como la reduccién nunca introduce ocurrencias de variables libres, la
reduccion de una expresion cerrada es otra expresion cerrada. Mas aun,
una expresion cerrada no puede ser una variable, con lo cual es o bien una
abstraccién o bien una aplicacion.

Proposition 3 Una aplicacion cerrada no puede ser una forma normal.

24



Prueba. Sea ee’ una aplicacién cerrada. Reduzca e hasta que ya no
sea una aplicacién. Por ser cerrado, la reducciéon de e debe ser una
abstraccién. Por ser una abstraccién que funciona como operador en
una aplicacién, obtenemos un redez. Por lo tanto, ee’ no es una forma
normal.

Se sigue que una forma cerrada normal, que no puede ser variable o
aplicacion, debe ser una abstraccién y por ende estar en forma canénica. Por
otro lado, no toda forma cerrada canénica es normal. Por lo tanto, si e es
cerrada, tiene tres opciones:

e La reduccién normal termina en una forma normal. Como dicha forma
normal es candnica, la secuencia de reduccién debe contener una primera
forma canénica z tal que e = z.

o La reduccién normal no termina, pero tiene una primer forma candnica
z tal que e = z.

o La reduccién normal no termina y no tiene forma canénica alguna, en

cuyo caso decimos que diverge (i.e. e 1). Tal es el caso de AA.

La evaluacién puede hacerse por medio de una seméantica "big-step" con
las siguientes reglas de inferencia:

EV RULE: Canonical Forms

A.e= M. e

EV RULE: Application (S-evaluation)
e=>M.é (e/v—eé)=z

ee = 2

4.4 Semantica denotacional

Si uno da una seméntica ingenua del calculo de lambda, se obtienen paradojas
del estilo de la paradoja de Russell. El problema es la auto-aplicacién y la
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naturaleza no tipada del lenguaje. La forma de resolver este problema es
dar una semantica cuyo dominio semantico sean funciones continuas de un
dominio a si mismo. Todas estas funciones poseen un punto fijo.

Para esto, se construye un dominio D, que sea una solucion no trivial al
isomorfismo

¢
Dy & Dy, = Dy,
P

La construccion de D, nos excede. Pero como el valor de una expresién
depende del valor de sus variables libres, el significado de una expresiéon debe
ser una funcién de D™ en Dy:

[-] € <exp> — (D5 — Dy)

Los elementos de D™~ se llaman entornos, no estados, y se usa la
variable 7 para denotarlos. Se tienen entonces las siguientes expresiones
seméanticas:

[vln = nv
[eoer]n = ¢([eoln) ([ea]n)
[M.e]n = 1/)()@: €Dy . [e]ln]|v: w])
Se tienen los resultados esperados:
Coincidencia: Sinw = n'w para toda w € FV (e), entonces [e]n = [e]n’.

Sustitucién: Si [dw]n’ = nw para toda w € FV (e), entonces [e/d]n =

[e]n-

Consistencia del renombre Si vy, € FV (e) — {v}, entonces

[Mnew-(e/v = Unew)] = [Av.€]
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Otras propiedades son mas especificas.

Theorem 3 (Consistencia de la contraccién) [(Av.e)e’] = [e/v — €]

Demostraciéon. Sea 7 un entorno arbitrario. Entonces

[(w.e)e'Tn = ¢(Ixv-e]n) ([eIn)
= ¢(¢ (\z. € Doc-[elln | v : ]) ) (')
= [e][n | v+ [e']n]
= [e/v— €n

El dltimo paso se debe al teorema de sustitucién. Los pasos anteriores
son por definicién de la funcién seméntica.

4.5 Normal-evaluation semantics

La seméantica dada hasata acd permite interpretar la reduccién a forma nor-
mal en el cilculo de lambda puro. Pero ya vimos que esto no se corresponde
con la evaluacion ni eager ni normal. Por ejemplo, AA diverge y tiene semén-
tica L, y la forma canénica \y.AAy (que evalia a si misma) también tiene
semantica L.

Para obtener un modelo denotacional de la evaluacién de orden normal,
debemos distinguir el menor elemento de D, correspondiente a una com-
putacién divergente en la evaluacion, de los elementos en D — D, que cor-
responden a formas canénicas. Queremos:

D=V, con
V~~D-—=D

donde V son denotaciones de formas canoénicas, y L. € V, es la denotacién
de las expresiones divergentes. Es decir, tomamos como dominio seméntico
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el conjunto de denotaciones de formas canénicas, y las llamaremos valores.
Requerimos como antes que V sea solucién de V ~ D — D, es decir que
VeV, —V,.

Si ¢, conectan V,D — D, entonces tomamos ¢, ¢4 como los isomor-
fismos que conectan V, = Dy D — D. Al reemplazar D, con el nuevo D,
¢ con ¢,y 9 con 1 o, las ecuaciones semdnticas corresponden al orden
normal. Por ejemplo,

[My.AAlnp = (rop)(Ax € D.L)# L

Esto es perfecto, porque A\y.AA es una forma candnica y por lo tanto es
un valor bien definido. Todavia vale que ¢, o (¢4 0 ¢) = Ip,p. Ya no se
preserva (-contraccion.

4.6 Denotational semantics of eager evaluation

Operacionalmente, la diferencia de eager con normal es que los operandos son
evaluados antes de realizar la sustitucion sobre el operador. Esto significa
que los operadores sélo reciben formas canénicas. Denotacionalmente, esto
se corresponde con limitar los argumentos de las funciones y los elementos
de los entornos a valores (denotaciones de formas candnicas), excluyendo la
posibilidad de que tomen L. Por lo tanto, D debe satisfacer:

D=V, dondeV~V =D

y la funcién seméantica pertenece a <exp> — (Env — D)

Ahora las ecuaciones semanticas cambian un poco mas:

[vln = ¢1(v)
[eoer]n = (puleo]n) 1 ([er]n)
[Az.eln= (LLoy)(Az € Vie][n | v: 2])
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5 Lenguajes aplicativos

Se extiende el cdlculo lambda con constante naturales, booleanes, y sus op-
eraciones bésicas (suma, resta, comparacién, conjuncién, etc.). Se incluye if
<expr> then <expr> else <expr> y dos constructores especiales: error y
typeerror.

Las formas canodnicas son o bien numerales, o bien constantes booleanes,
o bien abstracciones de lambda. Las expresiones que dan error se consideran
divergentes.

La regla bésica es que una forma canénica z evalia a si misma: z = z.
Para la aplicacién, se usa la regla de aplicacién eager. Ademas:

o —e = [—i] siempre que e = [i]
e —e = [b] siempre que e = [b].

e eoe = [iod] siempre que e = [i],e = [i], excepto para la divisién
donde también debe cumplirse i’ # 0.

e Sie=truey e = z, if e then € else €’ va a z. Similar para caso falso.

5.1 Evaluaciéon normal

S6lo cambia la regla de aplicacién, que ahora se corresponde a la normal (no se
simplifica el operando). Todos los conectores ligicos se pueden implementar
con if then else. Por ejemplo,

e AN e = if e then €' else false Def. lazy
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5.2 Semantica denotacoinal eager

Recordemos que teniamos D =V, con V ~V — D. Ahora se agregan a D
denotaciones para error y typeerror, que llamaremos error y typeerror, para
no confundir lenguaje y metalenguaje:

D = (V & {error, typeerror}),

Definimos:
lnorm = L1 O Lo eV —-D
err = vy (t1error) €D
tyerr = ¢ (vitypeerror) eD

Una vez mas, usamos f, para extender f y hacer que lidie con el mal
comportamiento:

feltnom 2) = f 2
feerr=err
f« tyerr = tyerr
fil=1

Si recordamos, en el calculo lambda puro eager tenfamos V ~ V — D.
Ahora a V' hay que agregarle las nuevas formas canénicas:

V~7Z+B+(V— D)

que suele escribirse
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V~ V;nt + Vi)ool + vaun

lo cual hace més claro que V tiene formas canénicas de enteros, booleanos
y funciones. Como siempre, ¥ nos lleva del espacio complejo a simplemente
V,y ¢ de simplemente V al espacio complejo. Convenimos ademas:

Lint=77[)°L0€V§nt—>V
Lboolz"poLl S Vbool -V
qun:wOLZE‘/}un_)V

Para £ € {int, bool, fun}, dada f € V;, — D, se denota por f; la extensién
tal que

fz £=7

tyerr c.c.

fe(te z) = {

Esto sirve para hacer chequeo dindmico de titpos. Observemos que si
tenemos una f € V; — D se puede extender como f; y luego como (fy)..

Como estamos en eager, el entorno mapea variables a valores: Env =
<Var> — V. Luego [j€ <expr> — Env — D. La semantica de las
constantes es trivial, con el cuidado de que deben ser inyectadas en D. Por
ejemplo,

[[0]]77 = Lnorm(Lint 0)7 [[true]]n = Lnorm(Lbool V)

Seguimos:

[[—6]]7] = ()\’l € V;nt-[fnorrn(bint - Z)) ([[e]]ﬂ)

int *
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Es decir, para hacer [—e]n, tomamos la funcién que toma un Vi, lo
convierte a —i y lo inyecta en D. Se tiene cuidado de que si [e] falla, se
propaga el error, y ademas se hace un chequeo de tipos para verificar que

[[e]]"? € Vint.

Los operadores binarios son similares. Por ejemplo:

[[60 + 61]]7’] = (/\Z c V;nt(/\] S V;nt-Lnorm(lfint { + ]))) *([[elﬂﬂ)im* ([[60]]77>

int

[[60 < 61]]7’] = ()\’L € V;nt()\] € Wnt-bnorm(l'bool 1< ]))) ([[el]]n)int*([[eO]]n>

int*

err 7=0

Lnorm(['int Z/]) C.C.

[[60/31]]77 = ()\i € Vins. (Aj € Vint- { )) ([[el]]n)int* ([[60]]77)

El if-else es similar. Los casos del calculo lambda se adaptan:

[v]n = taorm(n v)
[eoer]n = (Af € Vim-(Az € V.f 2).([e1])n)sunx([€0]n)
= (Af € Viun-fi([€1]n))fun=([eo])m

5.3 Semantica denotacional normal

La tnica diferencia con la eager estd en Viyy,:

Vin =D — D

Ahora los entornos mapean variables a D y
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lj€ <expr> — Env — D

Por ende, las 1inicas ecuaciones que cambian son las del cdlculo lambda:

[vln=nv
[eoer]n = (Af € Viun-f([e1]n))fun<([€0]n)
[Az.e]n = tnorm(teun(Ad € D.[e][n | v : d]))
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6 Practicol

Considere la gramatica

<bin> =01 | 0<bin> | 1<bin>

(a) Sea []s : <bin> — N definida como

n
|IO£0 PN an_l]]s — Z ai_12n_1
i=1

. Es dirigida por sintaxis? ;Es composicional?

(b) Considere

[[aoal 0o 'an—l]]i = Oéo2n_1 + [[al coo0 an—l]]i

. Es dirigida por sintaxis?

(c) ;Puede dar una seméntica mediante un conjunto de ecuaciones
dirigido por sintaxis?

(a) Una seméntica F sobre un lenguaje & es composicional si y solo si,
para toda £ € £, F(¢) no depende de ninguna propiedad de £ excepto el valor
de F en las sub-frases de £. Deberia ser claro que [ag...a,—1]s no depende
en absoluto del significado de las sub-frases «ay, ..., a,_1. Por lo tanto, no es
composicional. Como la direccién por sintaxis garantiza composicionalidad,
tampoco puede ser dirigido por sintaxis (esto deberia ademas ser obvio, pues
no hay una ecuacién por cada regla de formacién de la gramaética).

(b) Dos argumentos distintos para establecer que no es dirigida por sin-
taxis. (1) Si lo fuera, seria composicional, pero el significado de una frase
depende de propiedades externas a la semantica de sus subfrases. Por ejem-
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plo, depende de la cantidad n de subfrases. (2) No hay una ecuacién por
cada regla de produccién.

(c) Es inmediato hacer [0] = 0,[1] = 1. Estudiemos cémo se relaciona
el valor de una palabra con el valor de su sub-frase inmediata. Imaginemos
que empezamos con 01, que tiene el valor 1. Entonces podemos producir
palabras de las siguientes manera:

01
(1
011 010
(3) (2)
0111 0110 0101 0100
(7 (6) (5) (4)

N N N N

01111 01110 01101 01100 01011 01010 01001 01000
(15) (14) (13) (12) (11) (10) 9 (8)

Deberia ser claro que, cada vez que tenemos una palabra binaria b cuya
interpretacién (informal) es el ndmero k, la interpretacion (informal) de b0 es
2k y la de bl es 2k + 1. Asi, por ejemplo, 0101 es interpetado como 5, 01010
como 10, y 01011 como 11. Por lo tanto, planteamos la siguiente seméntica
dirigida por sintaxis:
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[0]=0

[1] =1
[60] = 2 - 0]
[b0] = 2 - [5] + 1

Deberia ser claro que el significado de una palabra no depende de ninguna
propiedad de sus sub-frases excepto la semantica de las mismas. Y existe una
ecuacién por cada regla de produccién. Por lo tanto, la seméantica dada es
dirigida por sintaxis.
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7 Practico 3: Recursion, predominios y do-
minios, etc.

(1) Decidir si los siguientes érdenes parciales son predominios o dominios.
(a) <intexp> con el orden discreto
(b) <intexp> — B,

(c) B, — <intexp>.

(a) En el orden discreto, ningin par de elementos es comparable y por lo
tanto toda cadena es no interesante. .". Toda cadena tiene un supremo. Pero
< intexp > bajo dicho orden carece de minimo. .. Es predominio y no es
dominio.

(b) B, = {0,1, L} es llano y por lo tanto es predominio, porque toda
cadena es no interesante. Tiene minimo L y por ende estambién dominio.

(c) Puesto que <intexp> es predominio, B, — <intexp> es predominio.
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(4) Calcular el supremo de los siguientes conjuntos.

(a) d:={neN:niseven} C N,
El conjunto ni siquiera tiene cota superior.
(b) A :={n e N:niseven} C Ny
oo es la tnica cota superior de sf. ... 0o es supremo de oA.
(¢c) A :={n € N:nis prime} C N
Mismo razonamiento que (b).
(d) d:={V,F} CB,
El conjunto no tiene cota superior porque B es el orden llano.

(e) F:={fn:neN} C (N~ N,) where

fn(w)={1 z|n

1 otherwise

Para todo k € N fi(n) < 1. Por lo tanto la funcién que es constan-
temente 1, C, es cota superior de . Sea g € N — N, otra cota
superior de . Como 1 es el menor natural, g < 7 < g = L.
Pero esto contradiria que g es cota superior.

.. C1 es la menor cota superior (el supremo).
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(f¥) F={fn:neN} C (N~ N,) where

1 otherwise

fo(z) = {:c |z — 10| <In(n+1)

Dado ¢ € N, como In(n+1) — oo cuando n — oo, siempre podremos
encontrar un ng tal que

fno(IO) =xz0# L

En otras palabras, para todo x, existe algin indice en que la funcién
evaluada en xg no es L. Por ende, es razonable proponer

|_| fo(z) = Inosn

neN

donde Ig es la funcién identidad del conjunto S.

Es facil demostrar por casos que f; < I. Tomemos g € N — N, una
cota superior de F y probemos que In_n, < g.

Sea zo € N fijo. Observemos que

|zo — 10| < In(n + 1) <= el < p
Tomemos kg := el0~10l y veamos que
|zo — 10| < In (e'mo_m' + 1) — elmo10l  gleo—10] 4 4

Entonces, como |zg — 10| < In(kg + 1) < In([ko] + 1), v [ko] € N,
tenemos garantizado que

Fiko1(@0) = 2o

Pero entonces, por ser g cota superior de la cadena,

Fiko] < 9(20) < Inesng (%0)

Pero entonces tenemos zy < g(zg) < zo.
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. g = IN._)NO.

2 ien F = Inono-
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(6) Caracterizar todas las funciones continuas en los siguientes conjuntos.

(a) BJ_I—)BJ_.

Toda funcién continua debe ser mondtona, asi que podemos empezar
preguntando qué funciones son mondtonas.

Proposicién. Si f(L) = L, entonces f es mondtona.

Demostracion. Dados a,b € B1l, a < b si y solo si a = 1. Por
lo tanto, si f(L) = L, entonces f(L) < b para todo b € BL. En
particular, f(L) < f(b) para todo b€ B, .

Proposicién. Si f(L) # L, entonces f es mondtona si y solo si f es
constante.

Demostracién. Supongamos que f(L) # L y que f es monétona.
Sea b € {0,1} fijo pero arbitrario. Dado que L < b, se requiere
f(L) < f(b) = f(L) = f(b). Ahora sea b° el complemento de b, es
decir, ¢ = 1sib =0y b° = 0 si b = 1. El mismo razonamiento
que dimos para b demuestra que se requiere f(L) = f(b°). ... f(L) =
f(b) = f(6%).

Dado que {f : f(L) = L}U{f : f(L) # L} es una particién de BL —
BLl,y {f:f(L)# L} puede dividirse en funciones constantes y no
constantes,

BBy ={f:f(1)=1}
U{Cy:k# 1}
U{f : f no constante, f(L) # L}

y el conjunto de estos conjuntos es una particién del espacio de fun-
ciones que estudiamos. En particular, los dos primeros conjuntos son
las funciones mondétonas.

Preguntamos: jcudles de estas son continuas? Pero ya hemos afirmado
que, dado que B es finito, todas sus cadenas son poco interesantes.
Y dado que las funciones mondtonas preservan cadenas, toda funcién
mondétona es continua.
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.. Las funciones continuas de BL — B son todas las funciones que
envian | a 1 y todas las funciones constantes.

Vayamos aiin més lejos y contemos el nimero de funciones monétonas
(continuas). Sabemos que |A — B| = |B|!4l, lo cual significa que
BL+— BLl|=33=27.

Obviamente hay dos funciones en Cr: k# L. En f: f(L) = L ten-
emos 32 = 9 funciones. En resumen, hay 942 = 11 funciones continuas
y 27 — 11 = 16 funciones no continuas.
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Los argumentos dados en el caso anterior todavia aplican.

Sea fo(L) := mg # L. Probaremos que fy monotdnica si y solo si fo
constante.

Que constante = monoténica es trivial, asi que veamos el otro caso.
Asuma que fj es monoténica y que existe un ko € N tal que fo(ko) #
fo(L). Como L < kg y fo monoténica, tenemos fo(L) < f(ko). Si
f(ko) = L, entonces tenemos mg < L, lo cual es claramente absurdo
porque mgo # L. Si f(kg) := m1 # L, entonces tenemos my < my
con ambos siendo ntimeros naturales. Pero esto es absurdo, porque en
N, ningin par de naturales es comparable. La contradiccién viene de

asumir que fo(ko) # fo(L). Luego fo(k) = f(L) para todo k, y fo es
constante.

Ahora probaremos que si f(L) = L entonces f es monoténica. Si
f(L) = 1, al tomar cualquier par a,b que satisfaga a < b, tenemos
necesariamente a = L. Por lo tanto f(a) < f(b) si y solo si f(L1) <
f(b) siy solosi L < f(b) lo cual es verdadero.

Por lo tanto, vale lo mismo que antes:

By —BL={f:f(1)=1}
U{Cr:k# 1}
U{f : f not constant, f(L) # f(L)}

y los primeros dos conjuntos son las funciones moné6tonas. Como no
hay cadenas interesantes, éstas son a su vez las funciones continuas.
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(C)Nool—)NJ_

Sea f continua en N*° — N .
Proposition. Si f(L) = L entonces f = C,, donde Cy = An.k con
dominio N*°,

Proof. Como f es continua, a < b implica f(a) < f(b) para todo
a,b € N*°. En particular, para todo n € N*°, n < co. Por lo tanto,
fn) < L.

. For alln € N, f(n) = L.
Proposition. Si f(L) # L, entonces f = Cj para algin k € N} .

Proof. Considere la siguiente cadena interesante

1<2<...

cuyo supremo es co. Como f es continua,

f<f2)<...

es una cadena con supremo f(oo). Pero claramente f(ny), f(n1) ocur-
ren en la cadena. Si asumimos, sin pérdida de generalidad, que f(no)
aparece antes que f(n1), tenemos f(ng) < f(n1). Pero f(ng), f(n1) €
N, y por lo tanto o bien f(ng) = L o bien f(ng) = f(n1). Si
f(no) = L, como ny es un natural arbitrario, esto vale para todo
n €Ny f(n) = L. Luego f = C,. Si f(no) = f(n1) # L, entonces
f=Csno)-

.. f es constante.
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(d) N —» N°°

Si f es continua, entonces necesariamente f(1) < f(2) <.... Pero f(k) €
N para todo k € N*°. Por lo tanto se dan uno de dos casos.

Si no existe ningin natural ny tal que f(ny) = oo, entonces el hecho de
que

f<r@)<...

sea una cadena solo implica dos cosas: (a) que f(oco) = oo, (b) que f(k)
sea mayor a f(k —1). Por lo tanto, f es definida por todas las funciones que
son solucién de la siguiente ecuacién funcional:

00 n = 0o
an:{f(n—l)—l—kn n # 0o

Si existe un ng € N tal que f(ny) = 0o, entonces la cadena es de la forma

f)<f(2)<...< f(no) < ...

Por lo tanto, se requiere que f(n) = oo para todo n > ng y todas las
funciones continuas son solucién de la ecuacién

= >
Ffn= o0 n=ooVn=>ng
fn=1)+k, cc

En sintesis, las funciones continuas son todas las funciones crecientes que
mapean oo — 00.
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(8) Caracterizar los puntos fijos y determinar si existe uno menor para:

(a) f: N~ N tal que f(n) =n.

Todo valor n € N es un punto fijo porque f es identidad. Existe uno
menor, naturalmente: el cero.

(b) f: N> — N> tal que f(n) =n+ 1.

00 + n no estd definido para ningin natural n. Claramente ningin
natural es punto fijo.

(¢) g : <intexp> +— <intexp> defined as g(e) = e.

Esta es la identidad en <intexp> — <intexp>, por lo cual todo valor
es un punto fijo. Sin embargo, <intexp> no es un conjunto ordenado
y por ende no tiene sentido hablar de un punto fijo minimo.

(d) f: N = N* defined as

f(n):{n—l—l n<8§

n otherwise

Sin > 9 (excepto por 00), entonces n es punto fijo. Sin < 8, no lo es.
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(9) Determine si las siguientes funciones en (N— N, ) — (N— N))

son continuas y calcule la i-ésima aplicacién de ellas sobre el argu-
mento Ly.,n, parat=0,1,2.

(a) F definida como

F(f) = {f es total

J—N—)NJ_ C. C.

Solucién. Sean ¢, € N — N, tales que ¢ < 1. Es facil ver que
si  es total entonces i es total, de lo cual sale facilmente por casos que
F(p) < F(9).

Para probar que F' no es continua, daremos una cadena interesante cuyo
supremo no es preservado por F'. Sea

y considere la cadena

Inon, <pr << p3<...

Proposicién. Toda cota superior de {¢;},. es una funcién total.

Prueba. Para todo n € N puede darse un i € N tal que ¢;(n) estd
definido. Si g es cota superior, como ¢; < g, tenemos que si @;(n) esta
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definido también lo estd g(n). Es decir, para todo n € N, g(n) estd
definido. .". g es total.

Proposicion. F (Liey ¢i) = Lien i # Lnon, -

Prueba. Como toda cota superior es total, en particular el supremo
es total, de lo cual la primera identidad se sigue por def. de F. Que
el supremo no es bottom se sigue de que bottom es menor estricto a
cada ;.

Proposicién. | |;cy F' @i = Loy, -

Prueba. Como cada ¢; es no-total, F'(p;) = Ly, . Por lo tanto, la
cadena F(¢1), F(p2), ... es simplemente la cadena Ly, < Lyon, <
... que tiene supremo |y .

F(Ll %‘) # || Fle:)

€N 1EN
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(¢) F definida como

Solucién. Es claro que toda f en el dominio de F' debe estar definida
al menos en todos los pares, pues F' f n se define en los valores 0,2,4,....
Mas atn, es claro que la imagen de F' es una tnica funcién: la constante 0
definida unicamente en todos los pares.

Sean ¢,9 € D(F) tales que ¢ < 1. Como ¢, estan definidas en los
pares, es claro que F(¢) < F(¢) < 0<0.

Sea 1 < w9 < ... una cadena interesante de funciones en el dominio de
F. Es claro que F(y;) es la constante cero definida en los pares, con lo cual
F preserva el supremo y etc.
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(10) Calcular la menor f € Z +— Z, que satisface

1 n=20
f(n)_{n-f(n—l) n#0

notando que n corre sobre todo Z.

Solucién. Sea F € (Z +— Z,) — (Z + Z,) definida como

1 n=>0
F(g)_n'_){n-g(n—l) n#0

Considere la cadena

Fl(J-(ZHZL))7 F? (J-(ZHZL)) 7o

algunos de cuyos valores son:

g1 = F! (J—(Z»—)ZJ_)) =n

I

1 n=>_0
{n-J_(Z,_}ZL)(n—l) n#0
1 n=>0
{n-J_Zl n+#0

1 n=>0
J—ZL TL#O

I
3
I

I

n

90



1 n=
= F? =n+>
92 (91) {n-gl(n—l) n#0
(1 n=0
=nr=n-1 n—1=0
(n-1lz, n—1#0
(1 n=0
=nHn n=
\J_ZJ_ n>1
1 n=
= F? =nr
9 (91) {n-QQ(n—l) n#0
(1 n=20
n-l1 n—1=0
=Nt
n-(n—1 n—-1=1
Lz, n—1>1
(1 n=0
'_Hn n=
=n
nn—1) n=
\J‘ZL n>2
Proponemos que la forma general de F* es
1 n<l
F*(Z—Z1)=n—{nn-1)...2-1 2<n<k
J—ZJ_ k<n

Ya hemos dado caso base, asi asumamos que la férmula vale para un k
arbitrario y veamos el caso k + 1. Tenemos que
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FM'(Z— 7,))=F (Fk((Z — ZJ_)))

N 1 n=0

B n-F*(Zw—Z,)(n—1) n#0
(1 n=
n-1 n—1<1

=nr—

" n-((n—l)((n—l)—l)...-2-1 2<n—1<k
(n-Llz, k<n-1
(1 n<l1
2 n=2

=n
nn—1)Mn-2)...-2-1 3<n<k+1
\J-ZJ_ E+1<n

Los dos primeros casos se contienen, porque si n = 2 aplicando la tercer
clausual resulta 2 - 1 = 2. Es decir, tenemos

1 n<l
FF'Y(Zw—Z)=n—={nn-1)n-2)...-2:1 2<n<k+1
1z, kE+1<n

que es lo que queriamos probar. Es conclusion,

n! 0<n<k

F*(Z—Zy)=nw {J-ZJ_ k<n
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8 Practico 4: Lenguaje imperativo simple

(1) Demostrar o refutar.
(c) (if b then ¢y else ¢1);co = if b then co; ¢ else c¢;;co

(d) c2; (if b then c0 else cl) = if b then c2;c0 else cy; ¢

(c) Sea p =if b then ¢ else ¢; y

[co; ca]o [b]o

f = [if b then cy;c; else cj;¢0] =0 —
lei;ee]o cc.

Deseamos probar que [p; cz] = f. Por def.

[p; c2]o = [e2] ([p]o)

_ {[[Cz]] (Ieolo) 6] o
lea]l ([ei]o)  cec.
_ {[[02;00]]0 [b]o

[eo;er]o cc

s pyee] = f.
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(d) [co;if b then ¢y else ci] = [if b then ¢y else ¢;] ([e2]o)

_ {[[if b then ¢ else c1] ([ez]o) [e]o # L
L c.c.

([col ([e2lo)  [eallo # L A [b]o
=1 lal ([elo)  [e2]o # L A=[b]o
\J_ [[Cz]]O' =1
([[CQ;CO]]U [[CQ]]O' 7é 1A [[b]]O’
[co;er]o [ex]o # L A =]b]o
(L [ea]o =L
_ {[[CQ;C()]]O' [b]o

[co;ei]o =[b]o

= [if b then cy; ¢y else co;¢1]o

A
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(5) (a) Dar la seméantica de while z < 2 do if x < 0 then z :=0 else z :=
z+ 1.

Por simplicidad, hagamos p :=if r < Othenz :=0elsez:=z+1y
observemos que

[[p]]a={[a|:c:0] cx<0 (1)

o|lz:oz+1 ocxz>0

Definamos F': (X — X)) — (X — X)) como

ocx>2

o
Ffa:{f[[p]]a oz <2

Aplicando (1), obtenemos

o oxr>2
Ffo=Sf(o|z:0z+1]) oze{0,1}
f(lo]z:0]) ocx<0
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Es trivial observar que

>
FJ_0={G ocxr>2
1l ocx<?2
Ahora bien,
o or>2
FPlo=¢(F1)(o|x:02+1]) ozec{0,1}
(F L)([o | z:0]) cx<0

En el caso o z € {0, 1}, tenemos

(F_L)([a|x:ax+1]):{§§{z:i§ﬂ§ Zz;l):{[iﬂx:z] Zi;l)

En el caso 0 z < 0, claramente F'([o | z < 0]) = L. Con lo cual

o ocxr>2
F?lo={[o|z:2] ocz=1
1 cx<l1

De manera analoga se demuestra que

o ocxr>2
FPlo={[o|z:2] ozc{0,1}
1 cr<l

Entonces
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oxr>2
FPLl)(o|z:0z+1]) oze{0,1}
F3 1) ([o|z:0]) oz<0

Q

F*l o=

A~ A~

_ ox>2
T le)z:2] ox<?2

Q

Es obvio entonces que a partir de k > 4, F**'1 = F*¥1  con lo cual
F' 1 F, 1,... es una cadena no interesante con supremo F* 1.

. > 2
S Fr L= e 7 7= = [if 0 = > 2 then skip else oz := 2]
ieN o|xz:2] cx<2
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(5) (b) Dar la seméntica de

while z < 2 do if y =0 then z := z + 1 else skip

Deberia ser claro que si y # 0 el ciclo no termina, pues se ejecuta skip
indefinidamente.

Sea p el comando if ejecutado dentro del while. Si definimos F' : (¥ —
Y.)— (2~ X)) como

oczxr>2

Ff":{mpua) or<2

entonces, desarrollando la semantica de p, tenemos

o ocxr>2
Ffo=qf(o|lz:oz+1]) czx<2Acy=0
fo cr<2ANocy#0

Ahora daremos el menor punto fijo de F', que sera la semantica del co-
mando. Claramente,

>
FJ_O_:{O' ocr>2
1l c c

Continuando,
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(o cxr>2
FPlo=¢(FL)(o|z:0x+1]) cx<2A0y=0
((F L)o cxrx<2ANocy#0
o oczxr>2
[o|lz:0z+1 ocx=1Ay=0

(
\

1 cx<lAy=0
1 cx<2Noy#0
(o cxr>2

[o|z:2] cx=1Ay=0
1L cr<lAy=0
L cx<2ANocy#0

\

Solo para ser explicitos, veamos que

(o ocxr>2

FPlo=S(FL1)?(o|z:02+1]) ocx<2Aay=0
((F L)%¢ cr<2ANocy#0
o cxr>2

[o|xz:2] cxe€{0,1} Ay=0
crx<0Ay=0

1
L cr<2ANocy#0

.
\

Planteamos como hipétesis inductiva que

o ocxr>2
FFlo=S[o|z:2] 3—-k<ozx<1Ay=0
1 c.c.

Entonces
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(

o ozr>2
FFllo={(FL)*(o|z:0x+1]) cx<2A0y=0

((F L)ko cr<2ANocy#0
(o ocxr>2

_Jlolziox+1] cx<2A0cx+1>2Ay=0
[o]x:2] cr<2A3—-k<ocz+1<1Ay=0
(L c.C.
(o or>2

[c|lz:2] cx<2Acxz>1Ay=0
olz:2] 0x<2A3—-(k+1)<ocz<0Ay=0
L c.c.

(

o oczxr>2
[c]z:2] cxz=1Ay=0
[o]z:2] 3—(k+1)<ocz<0Ay=0

(L c.c.
(o or>2

=3so|z:2] 3—(k+1)<ozx<1Ay=0
1 c.c.

\

quod erat demonstrandum. Se sigue entonces que

o or>2
| |FP L=Xo.{[0|z:2] cz<1Ay=0
€N L O,y#o
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(6) Asuma que [while b do cJo # L. Demuestre (a) que existe n > 0
tal que F* 1L 0 # 1. Demuestre (b) que si ¢/ = [while b do (]o,
entonces —[[b]o’.

(a) Sabemos que
[while bdo ] = | | F* L
ieN

para

S L —[b]e
Fi {f[[c]]a c.c.

Asuma que no existe n > 0 tal que F™ L o # L. Se sigue que la cadena
{F* L},cn es simplemente la cadena L © 1L £ L C .... El supremo de esta
cadena es L. Por lo tanto,

[whilebdo c]=| |F' L=1
ieN

lo cual contradice la hipdtesis. La contradiccién viene de asumir que no
existe n > 0 tal que F" 1L o # L.

. Existe n > 0 tal que F™ L o # L. |
(b) Dado que la semdntica de while b do ¢ es un punto fijo de F, si

usamos ¢ := [while b do c], entonces

po=Foypo

Si o es tal que —[[b]o, entonces se sigue inmediatamente de la definicién
de F' que en el estado o no se cumple b. Veamos el caso en que se cumple
[b]o. Por la definicién de F,

62



po=p(p...(pldo) =¢"[co (2)

donde la hipétesis de que el ciclo nunca es | nos permite garantizar
que existe tal k € N. Ahora bien, por la definicién de F, k es definido
estrictamente por el hecho de que

~[6l (" [clo)

Por la ecuacién (2), resulta entonces

—[b] (po) ®
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(7) Demostrar o refutar:
(a) while false do ¢ = skip
(b) while b do ¢ = while b do (c;c)

(c) (while b do c);if b then ¢, else ¢; = (while b do ¢); ¢;

(a) Es trivial.

(b) Falso. Basta dar un contraejemplo. Sea ¢ un estado con o0 x =0y
considere

w; := while x <0 do z := z+1, wy := while z <0 do (z := z+1); (z := z+1)

Claramente, [wi]o £ =1y [we]o z = 2. Sin embargo, dados comandos
C1, C2,

1 =cy <= Vo eX:[a]o=]ec]o

wy E ws.

(¢) Es verdadero. En el ejercicio anterior, demostramos que si un ciclo
termina, entonces la guarda no puede cumplirse en el estado resultante del
ciclo. Es decir que si

[while b do cJo =o' # L

entonces [b]o’ = False. Por lo tanto, asumiendo que [while b do c|o
termina y no es L,
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[(while b do c);if b then ¢, else ¢i]o
= [if b then ¢, else ¢;] ([while b do c]o)
= [¢1] ([while b do c]o)
= [(while b do ¢);c1]Jc W

Ahora bien, si el ciclo no termina (es decir, si devuelve L), es trivial
demostrar que la equivalencia también se cumple.
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(8) Considerar las siguientes definiciones como syntactic sugar del co-
mando
for v:=¢y to e; do ¢

(a) v:=ep;while v <e; do c;v:=v+1
(b) newvar v := ¢y in while v <e; do cv:=v+1

(c) newvar w := e; in newvar v := ¢y in while v < w do ¢;v :=
v+1

. Es alguna satisfactoria? Justificar.

Recordemos que, al menos de acuerdo con Reynolds,
for v:=¢y to e; do ¢

:= newvar w := e; in newvar v := ¢y in while v <w do (¢;v:=v+1)
que es la expresién (c). Para no ser tramposos, igual justificaremos por

qué dicha definicién es satisfactoria, llegado el momento.

(a) La definici6n es satisfactoria en el sentido de que, si se la llama en un
estado o, ejecutaré el comando c en los sucesivos estados

[0 ] v: [eo]o]
[0 | v: [eo]o + 1]

[o | v: [e]o]

Sin embargo, debemos notar que no se restaura el valor de v, i.e. v no es
local al ciclo.
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(b) Esta definicién es funcional y restaura el valor de v. Sin embargo,
es ineficiente, porque en cada llamada del while debe volver a computarse
el valor de e; bajo el estado dado. Es concebible que e; sea una expresion
compleja, e.g. una productoria de k£ > 10.000 variables, o cualquier locura
que se nos ocurra. Por lo tanto, lo ideal seria computar la cota superior e;
una sola vez y alocar dicho valor en otra variable.

(¢) La definicién (c) resuelve el problema de la (b), porque aloca en la
variable local w el valor de la cota superior, que por lo tanto se computa una
unica vez. Una vez dicho valor es asignado a w, procede igual que en la def.
(b): asigna a una variable local v el valor de e e itera adecuadamente.
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(9) Enunciar el teorema de coincidencia y demostra el caso while.

(a) Sean o071, 09 tales que 01 w = 0y w para todo w € FV(c), donde

¢ := while b do d

Por def. de FV, tenemos que 07 w = 02 w para toda w € FV(b) U
FV(d). Asumamos como hipétesis inductiva que el teorema vale para by d,
y definamos

T = [d]o, Yig1 := [d]yi
B = [d] o2, Bit1 = [d] B

Es decir, {v;} v {6;} son los estados correspondientes a las sucesivas
iteraciones del while. Observemos que por HI resulta que v; = [d]o1, 81 =
[d]oa coinciden en las variables libres de d. Es fécil ver por induccién que
entonces 7;, 5; coinciden en las variables libres de d para toda i.

Hagamos una subdemostracién de (x) [b]y; = [b]8;-

(*) Una ejecucién de d s6lo afecta la seméntica de b a través de
modificaciones de las variables en FV(b) N FV(d) C FV(d). Pues
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Yk w = P w para toda w € FV(d), esto vale en particular para toda
w € FV(d) N FV(b).

. Siw e FV(b) N FV(d), entonces v, w = By w.

Siw € FV(b)— FV(d), entonces ninguna ejecucién de d afecta el valor
de w.

. Siw e FV(b) — FV(d), entonces v, w = 01 w, B, w = 02 w, y POr
hipétesis 01 w = o9 w.

Yw € FV(b),k € N: v, w = S w.

Como la semantica de b depende tnicamente de el valor de sus vari-
ables libres, se sigue que [b]yx = [b] Bx para todo k € N.

Asuma que [c]o; = L. Entonces, para toda i se cumple que [b]y; = True
(de otro modo el while terminarfa). Por (%) se sigue que [b]5; = True. Como
esto vale para toda i, las sucesivas iteraciones de {3;} nunca hacen la guarda
falsa. Por lo tanto, el while nunca termina partiendo desde oy. .". [c]o2 = L

Asuma que [c]o; # L. Un razonamiento idéntico al anterior nos da que
[c]os # L, y no sélo eso sino que se da la misma cantidad k de iteraciones
en ambos casos. Es decir que los estados finales de ambos casos son 7, Bk,
respectivamente. Ya observamos antes que 7y, O coinciden en las variables
libres de d y de b, lo cual concluye la prueba.

Demostraciéon alternativa. Sean 0,0 definidos como antes y valga
la misma hipétesis inductiva. Vamos por casos.

(Caso [while b do c]o; # L). Sea 7 := [while b do c]. Por el ejercicio
(6), sabemos que
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o Existe k > 0 tal que F* L o, # 1,
« —[b](m o1)

Sabemos que 7 = | J;eny F* L # L. Sea
ko :zn%n{Fk 1:F* J_O'l?éJ_}

Entonces m o1 = [c]*~! o;. Probemos que m 01 w = 7 05 w para toda
w e FV(b)U FV(c).
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(10) Usando el Teorema de coincidencia para comandos, probar que para
todo par de comandos ¢y, ¢, si

FV(C()) N FA(Cl) = FV(Cl) M FA(C()) = @

entonces [co; ¢1] = [e1; ¢

Veamos el caso [co;c1] # L, pues el caso en que el comando da L es t
rivial.

Asuma que FV (co)NFA(c;) = FV(c1)NFA(cy) = 0. Es decir, a ninguna
variable libre de ¢y se le asigna un valor en c¢;, y a ninguna variable libre
de ¢; se le asigna un valor en ¢y. Entonces, por inciso (b) del teorema de
coincidencia,

Yw e FV(c1) : [eo] cow=0w

Luego, por inciso (a) del teorema de coincidencia,

Yw € FV(c) : [e1] ([eo] o) w = [e1] o w

oo Yw € FV(cy) : [eo; 1] 0 w = [er]lo w.

De acuerdo con el mismo razonamiento, aplicando inciso (b) y luego in-
ciso (a) del teorema de coincidencia pero ahora para el caso w € FV(c),
obtenemos:
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o Yw € FV(c) : [er;¢0] 0 w = [eo]lo w.

Ahora consideremos w € FV(c;). Es claro entonces que w & FA(c;) y
por lo tanto [¢;]y w para todo 7. Por lo tanto,

[e1] (Icollo) w = [eo]lo w
c.Yw € FV(e) : [eo;ea]o = [eo]o w.
De acuerdo con el mismo razonamiento,
c.Yw € FV(c) : [e1;¢0]0 = [e1]o w.
Reunamos entonces todo lo que hemos concluido:

Yw e FV(c1) : [co; 1] 0 w = [e1]o w.
Yw & FV(c1) : [co; e1]lo = [eo]lo w.
Yw € FV () : [e1;¢0] 0 w = [co]lo w.
Yw & FV(c) : [c1;c0]o = [e1]o w.

Sea wy € FV(c1) U FV(cp). De las proposiciones arriba se sigue

[co; 1] 0 wo = {[[CO]]U wo wo & FV(c1)
| [ei]o wo  wo € FV(c1)
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[ei]o wo  wo & FV (o)
[co]o wo  wo € FV(cp)

le1; o] 0 wo = {

Pero como para wy € FV(c;) U FV(cy) tenemos que wy € FV(c;) <
wo € FV (), y lo inverso también, entonces la segunda ecuacién es:

[ei]o wo  wo € FV(c1)

leollo wo  wo & FV(c1) = [eo; e1]o wo

[e1; el 0 wo = {
Como esto vale para toda variable wy € F'V(c;) U FV(c) y para todo o,

lco; e1] = [e1; o]
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(12) Considere

o cx<oy
fiU—
1l cec

Decida si existe un programa & tal que P = | ;cy fi-

Para todo k£ € N, tenemos fx = fri1 y por lo tanto la cadena fi, fs,...
es no interesante.

1€EN

o oxz<0Yy
1l cec

Existen infinitos programas cuya seméntica equivale a la funcién dada
arriba, e.g.

if z < y then skip else while true do skip
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9 Practico 5: Fallas

Dado % definido como

newvar z := 9y +z in
while z > 0 do if x > 0 then skip else fail

Caracterizar (sin necesariamente calcular) los estados o € ¥ en que %o =
skip.

En el contexto del while, dado un estado inicial o, la variable x toma
el valor c x +0 y. Sio x+ 0 y > 0 se ejecuta el while, y se ejecuta
indefinidamente skip. Si ¢ z + 0 y < 0 el programa falla.

s {oeX: P o=skip} =10
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Demostrar o refutar las siguientes equivalencias formalmente.
(a) c; while true do skip = while true do skip
(b) c; fail = fail

(c) newvar v := e in v := v + 1;fail = newvar w := e in w :=
w + 1; fail

(d) while b do fail = if b then fail else skip

(e) z := 0;catch z := 1 in while z < 1 do fail = z := 0; while z <
1 do catch z :=1 in fail

(a) Es facil probar que [while true do skip] = L (creo que incluso es
ejercicio de un préctico anterior). De esto se sigue ficilmente el resultado.

(b) Esta equivalencia es falsa porque, al llamar fail después de ¢, puede
suceder que el programa falle dentro de ¢, o sea indefinido, sin alcanzar el
fail final. Mas formalmente,

[c; fail]o = [fail]. ([c]o)
(fail, [c]o) [c]Jo € X
= ¢ (fail, o’) [c]o = (fail, o’)
1 [c]Jo =1
Mientras que

[fail]o = (fail, o)

(¢) Sean
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P :=newvar v :=einv:=v+1

Q :=newvar w:=einw:=w-+1

Deberia ser claro que la semdantica de & y @ son la misma. Para de-
mostrarlo rigurosamente, basta observar que

Q =newvar w:=ein (v:=v+1/v - w)

donde w ¢ FV (%) — {v}. Luego, por teorema de renombre,

[2] = [e]

. [P fail] = [fail]. ([P]o) = [fail]. ([Q]o) = [Q; fail].
Es decir, la equivalencia es verdadera.

(d) Sabemos que la seméntica de while b do fail satisface la ecuacién

I —[b]o
Fi {f* ([fail]o) c.c.

_ {0 —[b]o
f« ({(abort, o)) c.c.

y que es dada por | |,y F* L. Claramente,

C.C.

F 1 =)o {U ~[b]o
1
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21 9=4"7 —[b]o
i {(F 1). ({(abort, o)) c.c.

_ {0 —[b]e

abort,o) c.c.

donde (F' 1), ((abort,o)) = (abort, o) por la definicién de la extensién
f+ para una funcién f. Deberfa ser claro entonces que F! 1 = F? 1 = ...,
es decir que la cadena {F" 1} es no interesante con supremo

|_| F' 1 = )o. {a ~[ble

N (abort,o) c.c.

Por def. esta es la seméntica de [if b then fail else skip]. Por lo tanto,
la equivalencia es verdadera.

(e) Sean

9 := catch z := 1 in while z < 1 do fail
@ := while z < 1 do catch z :=1 in fail

Deseamos estudiar si

Intuitivamente, la equivalencia deberia ser cierta, porque ambos progra-
mas, partiendo de un estado o, terminan en un estado [0 | z : 1]. Vedmoslo
formalmente.
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[z :=0;P)o = [P][o | z : 0]
= [z := 1]+ ([while z < 1 do fail][o | z : 0])

Ahora bien, en (d) ya vimos que

o —[b]o

[while b do fail] = Ao.
(abort,o) c.c.

Se sigue entonces que

[z := 1]+ ([while z < 1 do fail][o | z : 0]) = [z := 1] (abort, o)
= [z :=1]o
=lo|x:1]

Por otra parte,

[z := 0;Q]o = [while z < 1 do catch z :=1 in fail][o | z : 0]

Veamos que
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o czr>1
Fjo= {f([[catch z:=1 in failjo) c.c.
o ocr>1
- { F(lz = 1]+ ([fail]0)) c.c.
o cx>1
B {f([[x := 1]+ (abort,o)) c.c
o cx>1
B {f([[w :=1]o) c.c.
o cxr>1
{f

[c|z:1] cec.

Por ende

c ocz>1
F1lo=
1 cec
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>1
F2J_o:{0 ox>

Flo|z:1]
(o cr>1
=S[o|lz:1] cxz<lAfo|z:1]z<1
L cx<lAfo|z:1]z>1
(o cx>1
=So]lz:1] cxz<l1lAl<L1
(L cx<1lAl>1
(o ocxr>1
=<[o|xz:1] ox<1ATrue
L False

_)o cxr>1
[o|z:1] ocx<1

Es facil notar que la cadena {F* L},  serd no interesante con supremo

‘ >1
[while z < 1 do catch z:=1in fail] = | | F* L = )o. 7 7%=
ieN [o|z:1] ocx<1

Por lo tanto,

[z :=0;Q]o = [while z < 1 do catch z :=1 in fail][o | z : 0]

o cx>1 .
=(/\a.{[0|x:1] 0‘:11<1)[0-|x.0]

=o|z:1]

que es lo que esperabamos.
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L =0,2] = [z :=0;Q]
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10 Practico 6

10.1 Problemas

(3) Demostrar o refutar:

(a) ?z; 7y =y; Tz
(b) Mz;2 ==z =72

(c) newvar z :=e in (?z;z :=z) =72

(a) Recordemos que

[?v]o = tin Ak € Z . tierm|o | v : k])

También recordemos que

lin=Pouow€(Z—>0N —Q

Finalmente, recordemos que

fultn 9) =tin (A €EZ . fr g k)

Entonces
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[?2; ?ylo = [?y]. ([?z]o)

=[]« (tin Ak € Z . tyerm[o | z : K])) {Por (3)}
=tn Ak €Z. [« (tterm|o | T : K])) {Por (4)}
=tin(AkeZ. [Pyl (([o |z :k]))) {ttermy = ()}
=un( ANk €Z.([?y][o | z : k])) {Def. de f.}

=i AEEZ. tin(OMneZ [o]x:k|y:n]))
=in(AKk€EZ. lu(An€eZ.lo|x:ky:n]))

Ahora bien, el mismo razonamiento nos da

[?y; 7z]o = [?z]. ([?y]o)

= [?z]s (tin Ak €EZ . tserm|o | y : K])) {Por (3)}
=tn(Ak €Z.[?z]s (tterm[o | ¥ : k])) {Por (4)}
=tn(AkeZ. [?z].({[o]|y:kl))) {ttermy = (1)}
=tn Ak € Z.([?x][o | y: k])) {Def. de f.}

=tinAKkEZ. (tn(MEZ . [[o|y:k]|z:n]))
=linANk€EZ. in(A\NEZ . [0]y:kx:n]))

Claramente, ambas funciones son iguales.

(b) Ahora abreviaremos un poco el desarrollo y notaremos simplemente
que

2=z (tin(ANk€ZA[o|z:k])))
in(A\k € Z. ([z:=2][o | z:k]))
mnAEEZ. ([o]|z:kz:k])
imnANkeZ. ([o]|z:k])

2z]o

—

~

8

[

|

8

=

1 N | I |

ol ynd Dl —— |
B =] B

~
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Por lo tanto, la equivalencia es falsa.
(¢) Veamos que

[newvar z :=e in (?z;2 := )]0 = R; ([Tz;2 :=z][o | = : [e]o])
= R+ (Lin()\ keZ.{(oc|x:k,z: k‘))) {Por inciso (b)}

=Lin()\k€Z.9R<a|x:k,z:k>)
=Lin()\k€Z.<U|Z:k>)

= [?z]o
donde

R=x"'eX. ([o'|z:0z])

es la funcién de restauracion respecto al o pasado como argumento. Ten-
emos entonces que la equivalencia es verdadera.
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(4) Sea P un programa que no incluye fallas, outputs, ni inputs. Asuma
que {z,y} N FV(c) = 0. Determine la validez de

7z, Pyl =7y, P ly

Dado que 2 no incluye fallas, outputs, ni inputs, el teorema coincidencia
para comandos aplica para %. Por lo tanto,

[P] o x=0 z, [Ploy=0cy

para todo o € . En particular,

[?z; Plo = [P]. ([?z]o)
_ [[koys]]*(bin Ok - o]0 | @ k]))

= Lin(Ak NEIN(CAEE k]))
= Lin<>\k‘ : <[[97°]][0 |z: k]>)

Por lo tanto,

[?z; P 1z]o = [[!.'L']]*(Lin (A k<[[9“]][0 | k]>) )
_ Lin(/\k : <[[x!]] ([1lo [ 2 - k]) >)

=Lin(>\ k{[P][o | x : k] z,[[@]][a|:c:k])>
k. ([o|z: k] z,[P][o| z: k)
k. (k, [Z][o |z : k]))

= lin ()\
= tin (X

lin
El mismo desarrollo nos hace ver que
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[7y; P lo = (A k. (k,[P][o |y : k]))

Entonces es claro que la equivalencia es falsa. El primer programa trans-
forma z en algin k via input y escribe k, el segundo transforma y en algtin k&
y escribe k. Aunque ambos escriben el k£ dado via input, cambian variables
distintas.
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(5) Considere:

w1 = tin (AN.tout(n, L))
Wy := Lout(0, L)
w3 = tin(An. L)

1 n<0
Wy =1ty fcon fn=
* f f {Lout (n,1) c.c.

Describa mediante un diagrama de Hasse las relaciones de orden que
se establecen entre los elementos antedichos de 2.

Estudiemos uno por uno los elementos dados de 2. La estrategia sera
mirarlos como elementos de (Z +7ZxXQ+ 7 — Q)l, no como elementos de

Q. Para ello recordemos que el isomorfismo entre ambos dominios es dado
por

g A
Q‘;(EJ“ZX‘”Z_)Q)L

Lo primero que debemos observar es que ws sera incomparable con los
demaés elementos, porque tout,tin tienen rangos disjuntos. Mas especifica-
mente, ¢(wz) € Z X ), mientras que ¢(w;) € Z — Q para i = 1, 3, 4.

Ahora bien, veamos que

d(w1) = A ntous(n, L) = An. (n)
d(ws) =An.L =179

¢(w4)=)\n.{l n<0

tout(n, L) c.c
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Claramente, ¢(ws) es el minimo entre estos tres elementos (es el bottom
del espacio de funciones Z — 2). Por otro lado, para todo n € Z se cumple
que ¢(wyq)(n) Cq ¢(w1)(n), porque si n < 0 tenemos L Cg (n) ysin >0
tenemos (n) Cq (n).

Los isomorfismos preservan el orden y ¥ (¢(w;)) = w;. Por lo tanto, vis-
tos como elementos de €2, se sigue de lo anterior que w3 es el minimo de
{w1,ws,ws}, vy que wy Cq wy. Por lo tanto, el diagrama de Hasse del predo-
minio

({wl’ w2, Ws, W4} ) ;Q)

€s

w1

wy=lz.,q W2

Figure 4: Diagrama de Hasse del ejercicio (5)
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(6) Dé un programa cuya semdntica sea el supremo de la cadena

wo = 1, Wit1 = Lin (An-bout (n, wz))

Veamos que

wgnw=_1
w1 N w = tin (Mbows(n, L)) = tin(An. (n)) = tino
wy = tin (An.((n) H wq))

= b (W () - s O ()

Detengamonos acd y pensemos lo que tenemos. wg no hace nada. w;
escribe un n dado via input y se cuelga. ws, por otro lado, concatena un
n dado via input a la secuencia (m), donde m es dado via input, tras lo
cual se cuelga. Evidentemente, cada elemento de la cadena se corresponde
semanticamente con la escritura de un nuevo entero dado via input. Por lo
tanto, el supremo de la cadena se corresponde con la seméantica de

¢ := while true do 7z;!x
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(7) Considere los programas de la forma while true do (?z;c). La ca-
dena F' 1 o de la seméntica de dicho while, jsers siempre interesante
en 7 Justifique.

Veamos que

[?x;c]o = [[c]]*([[?:c]]a)
=[cl.(m Nk [0 | z: K]))
= lin ()\ k. ([[c]]*[a | z k]))
= lin ()\ k. ([[c]][a |z : k]))

Por lo tanto, la F' en cuestion es
F fo=f, (Lin<)\ k. ([c]lo|=: k])))
= Lin<)\ k. fo([c][o|=: k’]))

Claramente, F' 1 0 = 1j,(X k.Lg) y se corresponde con pedir un input
seguido de la no terminacién.

Ahora bien,

F?Llo=u(k.(F L.(o]|z: k)
= lin ()\k.bin(A kJ_Q))

se corresponde con pedir un input, pedir otro input, y no terminar. En
particular,

Me.Llo = 1750 Crna A k.(tindlzoa)
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[22] = ()\k €Zlo|z: k])
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11 P7

(1) Reducir a su forma normal e indicar la primer forma canénica de
cada una de las siguientes expresiones.

(@) A z.f(fx)) Az Az y.2yx) (Az. Aw.z)
(b) (\z.zz) A f-dz.f(fx))

(@) AfAz.f(fz)) (Az. Az y.2yz) (Az. \w.2)
(Az. (Az. Az Ay.2yz) (Az. 2 \y.2y2) ) (A2. \w.2)
(

—
= (Az. Az \y.zyx) ((/\z.)\x.)\y.zyx) ()\z.)\w.z))

— <)\x.)\y. ( (Az. Az Ay.2yz) (Az. A w.2) )y:r) {F.C.}
—AT.)\Y. ()\m.)\y. (Az.  w.2) ym)ym

—Az.)\Y. ()\y'. (Az.Aw.z) y'y) T

=z Y. (Az. w.2)zy)

= Az Ay.(Aw.z)y
AT \Y.x {F.N.}

() (Mz.zz) AfAx.f(fz))
= (AfAz.f(fz)) (MfAz.f(fx))

— ()\x.()\f.)\x.f(fa:))(()\f.)\x.f(fx))x)) {F.C.}

—

Es facil ver que no hay forma normal si usamos la evaluacién normal.
Usando eager evaluation a partir de la primer forma canénica:
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< (A Fz.f( fx)) ( (A fAz.f(f)) x)) (F.C)}
—\z;. ()\f M. f(fx )()\xz xl(wlm))
—)\z;. ()\IL' (Axo.z1(z122)

(2

)
=z Ax. )\a:2 x1(T122 )(wl(xlz)))

—Ax1. (Ax. (-’L'l(xl(xl(xlx)))>)
= A1 AZo.21 (21 (21 (2122)))

= Mz f(f(£(f 2)))

{F.N}

Tiene sentido que el resultado normal sea (en términos intuitivos) A fz.f4(x),
porque (A.zz)(Af.A\x.f(fz)) se puede leer como: hacer dado f y z, hacer dos
veces f(f x), es decir hacer dos veces f2 .
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(2) Sean

NOT := \b. x.\y.byx, TRUE = \z.\y.x
IF := \b.\x.\y.bzxy, AND := Ab.de. Az \y.b(czy)y
(a) NOT TRUE —* FALSE
(b)IF TRUFE eg e =™ e

(c) AND TRUE TRUE —* TRUE

(a) NOT TRUE = (Ab. Az \y.byz)(\z.\y.x)
= Az Ay.(AuAv.u)ye
= Az \y.(Av.y)z
— AT )\Y.y
= FALSFE |

(b) IFTRUE eg e; = (Ab.Az.\y.bzy)(Az.\y.x)ege;
— Az Ay.(Av. dw.v)epe;
— Az \y.(Aw.eg)eq
— Ax.\y.€
— €p [ |
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(c) AND TRUE TRUE

= (A Ae Az y.b(cxy)y) (Az.Ay.z) ( Az \y.x)
— ()\c.)\x.)\y.()\u.)\v.u)(czy)y) (Az.\y.x)

= Az \y.(Au.Av.u) (()\u Av. u)my)y
= Az Y. (. (Au. vu)zy)y

— Az Ay.(Au.Av.u)zy

= Az \y.(Av.x)y

— AT \y.T

=TRUE
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(3) ¢{Cuéles afirmaciones son verdaderas y cuéles falsas? Justificar.
(a) Toda expresién lambda cerrada tiene forma normal.
(b) Toda expresién lambda cerrada tiene forma canénica.
(c) Toda forma canénica cerrada es forma normal.
(

d) Toda forma normal cerrada es forma canénica.

(a) Falso. AA es cerrada y no tiene forma normal ni canénica.
(b) Falso. De nuevo, AA.

(c) Falso. Una forma canénica es una abstraccién, una forma normal
es una expresién sin rédices. Pero existen abstracciones con rédices: e.g.
Azy.(Aw.w)zy, cuya forma normal es Azy.xy.

(d) Verdadero. Toda forma cerrada es o bien una abstraccion, o bien una
aplicacion. Si es una aplicacién no es una forma normal, y por lo tanto toda
forma cerrada normal es una abstraccién. Por lo tanto, toda forma normal
cerrada es forma canodnica.
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(4) Demostrar que una aplicacién cerrada no puede ser una forma nor-
mal.

Sea ege; una aplicacién cerrada. Notemos que ey es cerrado y por lo
tanto el terminal de su reduccién e, es cerrada y no contiene redices, i.e. es
una abstracciéon en forma normal. Por lo tanto, e; es el argumento de la
abstraccién ef, y por lo tanto es reducible. .". epe; no es normal.

98



(5) Para las siguientes expresiones e, evaluar en orden normal e =y €;
€ eager e =g €;.

(@) A x.f(fz)) Az Az y.2yx) (Az. Aw.z)
(b) (Nz.zz) A fdx.f(fx))

(a) ((Afxf(fx))(Azmyzym)) (Azw.z)
(Afz.f(fz))(Azzy.2yz)
Mz f(f2) = Mao.f(fz)
Az.(Azzy.zyT) (()\zxy.zyx)x) = \z.(Azzy.zyT) ((Azmy.zyw)x)
(Azzy.zyzx) (()\zxy.zyx) ()\zw.z))
(Azzy.zyr) = Azzy.zyc
Azy. (()\zxy.zya:)(kzw.z))yx = Itself

Azy. (()\zwy.zyx) ()\zw.z)) yT

Azy. (()\zxy.zyx) ()\zw.z)) yx

Sea g = Afz.f(fz). Entonces

(b) (Az.zz)(Afz.f(fx))
=(\z.22)g
1[Az.22 = Az.22];
299
slg = gls
a[Az.g(9z) = Az.9(92)]a
Az.g(97)]2
Az.g(gz)
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Ahora en eager. Recordemos que la reduccion eager obedece la siguiente
regla:

(M. e)z — (e[v +— 2]) donde z es forma candnica

Es decir, cuando tengamos una aplicacién, reduciremos el argumento de
la misma a su forma candnica antes de reducir sustituir.

(@) o[(AfAz.f(fz)) Az Az Ay.2yx) (A2 w.2)
1[(Afz.f(fz))(Azzy.2yz)
o[ M. f(fz) = Afz.f(fz)]2
3[Azzy.zyr — Azxy.zyx)s
s Az.(Azzy.zyz) (Azzy.2yr)z) = Ax.(Azzy.zyz)((A\zzy.2yz)T)]s
= Az.(Azzy.zyz)((Azzy.2yz)T)))
o[ Azw.z = Azw.z]y
s[(Azzy.zyx) (Azzy.zyx) (Azw.w))
s[Azzy.zyr = Azzy.zyz)s
s[(Azzy.zyx) (Azw.w)
6[Azw.w = Azw.wlg
7[Azzy.2yr = Azzy.zyz);
s[Azy.(Azw.w)yz = Azy.(Azw.w)yz]s
= Azy.(Azw.w)yz)s
w[Azy.(Azy.(Azw.w)yz)yr = zy.(Azy.(Azw.w)yx)yz]io
= Azy.(Azy.(Azw.w)yx)yz]s
=Azy.(Azy.(Azw.w)yz)yz)o
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(0) of(Az.zz)(Afz.f(fx))
1Mz f(fz) = Afa.f(fr)]

2o[Az.22 = Az.22]
sl(Afz.f(fz))(Afz.f(fz))
sz f(fr) = Mz f(fz)a
s(\fz.f(fz) = Mz.f(fz)]s
oDz (M2 f(f2)) (M. f(f2)z) = Aa.(Afz. f(f) (M- f(f2)z)]s
=> Aoz f(f0) (M. f(fz)z)]s
=xz.(Mz.f(f2)) ((Afe.f(f2)z)lo
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(6) (a) Para ambos érdenes, pruebe que e = €’ implica que e —* €.

(b) Decida si es cierto: Si e =y e1,e =y ey, entonces existe un €’ tal
que e; —* €/,es >* €.

(a) Asuma que e = €. Hagamos la prueba por casos para el orden
normal.

(1) Si e es una abstraccién, e = e y por lo tanto e = €¢’. A suvez, e — €.
La propiedad se cumple trivialmente.

(b) Asuma que e es una aplicacién de la forma eje;. Como e = €/, se
sigue que:

I.e= M.eé

II.(/v—oe)=¢€.

Tomemos como hipétesis inductiva que (I) implica e; —* A\v.é, y lo anél-
ogo para (II). De esto se sigue que

eres = (M.é)e; = (/v —ex) 2% 1

Ahora hagamos la prueba para el orden eager. Si e es abstraccién el caso
es trivial. Tomemos el ecaso en que e = e;e;. Como e = €/, tenemos:

I eg=g M.é
II e =g 2

I (é/v— z) = €.

Si tomamos (I), (II), (III) como hipétesis inductiva para la implicacién,
la pruba se sigue facilmente:

102



eres = (Mv.é)ey = (W.é)z = (/v —2) > 1

(b) Asuma que e = e1,e =y e2. Por (a), se sigue que e —* e1,e —* €.
Entonces, por el Teorema de Church-Rosser, existe un €' tal que e; —*
e,eo >*c.
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(7) Explique por qué no es cierto que NOT TRUE = F ALSE en ambos
ordenes.

Recordemos que

NOT := Abzxy.byx, TRUE = \zy.x, FALSE := \zy.y

En orden normal,

o[(Abzy.byz)(Azy.x)
1[Abzy.byr = Abzy.byz)s
o[ Azy.z = Azy.z)!
s[Azy.(A\zy.x)yz = Azy.(Azy.z)yz]s
=Azy.(Azy.T)yx)o

Una vez se llega a dicha forma canénica, la evaluacion se detiene. Clara-
mente dicha forma no se corresponde con false. En eager sucede lo mismo.
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(8) Sean ey, e; formas canénicas. Construya los drboles para
(a) NOT TRUE ege; =g €1

y para
(b) AND FALSE(AA)eOel =N €1

(a) Sean ey = \v.éy, Aw.é;, con v, w arbitrarias. Entonces:

o[(Abzy.byz)(Azy.z)(Av.€o) (Av.€p)
1[{(Abzy.byx) (Azy.x)
o[ Abzy.byz = Abxy.byx]s
s[Azy.z = Azy.z
[ Azy.(Azy.z)yz = Azy.(Azy.z)yz]
= Azy.(Azy.x)yx),
o[ Azy.(Azy.x.)yz)(Av.€p)
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12 PS8

(1) Calcular la seméantica de

(a)M = Afz.f(fx), (b)N = Azy.z, (c)MN

(a) Veamos que

M. f(f2)]n = (A € Doo.Dra.f(f2)]In | f : d])
= (A e Duy(M € Do lF ()0 £ 2y 1) )

Veamos que

()i | £ s d) = 6 (Uflln| £+ dya: 1) (Il | £ 2 d o2 )
—ou () £ dz:a) ) (6w (LAn | £ e d))(alln | £ do: 1)
=y d ($u d d)

Por lo tanto,

[Nz f(f2)]n = z/;(Ad € Doo ) (Ad’ € Doo.(¢ d(¢ d d'))))
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(b)

[Azy.z]n = (¢4 0 9) ()\d € Doo.[My.2][n | 2 : d])
= (14 09) ()\d € Dyo.(11 0 9) ()\d' € Dyo.2[n| z:d,y: d’]]))

= (110 %)) (Ad € Do (10 9) (M € Doo~d))

()

[MN = ¢, ([M]n)([N]n)
— 6y (¢ (A € Doty (' € Docr d(6 d &) )) (w (M € Dap(M € Doo.d))>

Sea f = Ad € Doo.9(Ad' € Doo.¢p d (¢ d d')). Sabemos que ¢(¢(f)) =

f € Dy = D,. Por ende, la férmula de arriba se reduce a

f(¢(Ad € Do (M € Doo.d))) —fu

con u € D, el argumento de f en la ecuacién. Por def. de f, el resultado
de esto es

w()\d’ € Do u(d u d’))

Pero

bu=0 (w(xd € Do b(M € Doo.d))) — M € Do b(AM' € Doy.d) =: g
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Por lo tanto, la expresién resultante es

v,b(Ad’ € Doo.g(gd’)>

Claramente, g d' = 9(Ad” € Dy.d’) =: y, con lo cual tenemos

W ()\d’ € Doo.g(y))

La mismsa 16gica nos da g(y) = ¥(Ad" € Dw.y) y por ende tenemos

¢<Ad' € Dootp(M" € Doo-y))

—y ()\d’ € Doop(Ad" € Deop(Ad" € Doo.d’))>

A partir de acé, no puede simplificarse més.
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(2) Demostrar el teorema de renombre, de coincidencia, correccién de la
regla (3, y correccién de la regla 7.

(Renombre) El teorema establece que si w & FV(e) — {v}, entonces

[Mw.(e/v = w)] = [Mv.€]

Por def. de la funcién semantica,

[Mw.(e/v — w)]n = P(A\d € Du.[(e/v = w)][n | w: d]) (5)
[Mv.e[n = (Ad € Deo.[e][n | v : d]) (6)

Asuma que v = w. Se sigue que (e/v = w) = (e/v — v) = e, trivial-
mente. Por ende, la ecuacién (5) se convierte en la ecuacion (6), en cualquier
lado de la igualdad que se tome.

Asuma que v # w. Deseamos ver que

[(e/v = w)]ln|w:d =[e]n|v:d

donde w ¢ FV (e) — {v}. Sea § la sustitucién denotada por v — w. Sea
u € FV(e). Claramente, u # w, y por ende

[6 ul[n|w:d =[6uln=nu

A su vez, pues u # v, es claro que [ | v : dju = nu.

.. Para toda u € FV(e), § u toma en [n | w : d] el mismo valor que u en
7| v:d].

Por lo tanto, el teorema de sustitucién aplica y obtenemos
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[e/o]ln|w:d]=[e]ln|v:d] W
Aplicando esto en la ecuacién (5) se obtiene lo deseado.

(Teorema de coincidencia) Sean 7,7, estados tales que para toda w €
FV(e), mw = now. Probemos que [e]n = [e]n: por induccién estructural.
El caso base en que e es una variable es trivial. Asumamos que se cumple
para e tomando como HI:

Vn,n' € Entornos : [e]n = [e]n’ siempre que nw = n'w, Yw € FV (e)

Por def.

[Av.e]m =1 (Ad € Deo.[e][m | v : d])
[M.e]n: =¥ (Ad € Dyo.[e][n2 | v : d]

Probemos que [n; | v : djlw = [o | v : dJw para toda w € FV(e) y d
fijo. Esto es facil: ambos entornos son idénticos a 7,7, respectivamente,
incluidoo en el valor que asignan a v. Luego coinciden en todas sus variables
libres. Luego, por hipétesis inductiva,

lellm | v:d] = [e][n|v:d, d € Dy

y por lo tanto

Y (Ad € Dy.[e][m |v:d]) =9 (Ad € Dy.[€][n2 | v : d])

que es lo que queriamos probar.

(Teorema de sustitucién) Sea & € A y 7,72 entornos. Deseamos probar
que si [éulln; = nou para toda u € FV(e), entonces [e/d]n = [e]n.. Lo
haremos por induccién en e salteando el caso inductivo.
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Tomemos como HI:

vn,n' . (Yu € FV(e).[6u]n = n'v) = [e/d]n = [e]n

Consideremos Av.e, cuyas variables libres son F'V(e) — {v}. Asuma que
para toda w € FV()\v.e) se tiene

[ou]m = un, (7)

Veamos que

[[()\v.e)/é]]m = [P‘vnew-(e/[‘s | v: Unew})ﬂnl

con

wew & U FV(ow) (8)

weFV(e)—{v}

Ahora bien,

Dtae-€/[6 | 0 : Vaeu] T = 1/)(/\d € Do ][5 | v : Vnew]][71 | Vaow : d])

Deseamos ver que

[e/[6 v : vnew]l[m | Vnew : d] = [e][m2 | v : ] 9)

para d € D, arbitrario. Las variables libres de e pueden o no contener a
v. Hagamos por casos.
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(Caso v &€ FV(e)) Deseamos ver que Yw € F'V(e) se cumple

[[[5 | v vneW]w]] [771 | Unew * d] = [772 | v d]w

La ecuacién (7) garantiza que

[ow]m = now

Si w # Upew, entonces (7) implica (10) trivialmente. Si
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(3) Dar un término cerrado M cuya denotacién en la semantica normal
sea:

(a) distinta a L pero que para todos N,n, [M N]n= L.

(b) Distinto a L y [M(AA)]n # L.

(b) Una distincién importante en la seméntica normal es la siguiente: pese
a que AA es semanticamente L, pues no termina ante ningin argumento, la
funcién Axz.AA que devuelve constantemente la funcién AA no es bottom.
Siempre devuelve un valor fijo: a saber, la funcién AA. Esto sugiere que el
término deseado es

M = x.AA

Para empezar,

Az AAJn = (1 0 )9 (Ad € Doo.[AA][n | z : d])
= (o) (M € Ds. 1)
41

Ahora bien, dado N arbitrario,

[MN]n = ¢u[M]n[N]n
='n ((LT oy)(Ad € Doo-J-)) (IN]n)

= (M € Dy.L)([N]n)
=1

(b) Necesitamos un término cerrado definido (distinto a L) que, aplicado
a AA, no dé L. Si definimos (por ahora) M de manera abstracta como
M = A\xq1x5...T.€, VEMOS que
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[M(AA)n = ¢ ([M]n) ([AA]n)
=¢, ((LT o) (Ady € Deo.[Ax2s ... zx.€][N | 21 : dﬂ)) 1
= (A1 € Dyo.[Ax2 ... xR€][N | 21 : di])L

Tomemos M := Azy.xy. Entonces

[M(AA)]n = Ay € Doo.[My.zy]n | z : di])L (11)

Ahora bien,

[My.zyln | = : di] = (¢4 0 ¥)(Ad € Doo-[xy][n | 7 : dy |y : da])
(LT o l[))()\dQ € DooﬁbJ.L dl dz)

Por lo tanto, por (11),

[M(A)]n = (Ady € Do (i3 0 $)(Ads € Do dy ds)) L
Ly 0 ¢)(>\d2 € Dooqﬁl 1 d2)

L4 O ¢)()\d2 € DOOJ_)

~~

B O T |
|_/\
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(5) {Cudles de las propiedades bellas del lenguaje (sustitucién, coinci-
dencia, etc.) deja de valer en la seméntica denotacional normal?

Sélo la correctitude de la regla n no vale. La regla n establecia que
Av.ev — e siempre que v € FV(e). Semdanticamente, su correctitud es-
tablecfa en dicho caso [Av.ev] = [e].

Tomemos como contra-ejemplo Av.AAv, con v € FV(A). Claramente,

[M.AAv]n = (14 0 P)(Ad € Doo.[AAV][n | v : d]) (12)

No es dificil ver que [AAv][n | v:d] =¢ul d= L. Por lo tanto, (12)
se convierte en

M. AAv]n = (1r 0 9)(Md € Doo. L) # L (13)

Por lo tanto, [Av.AAv]n # [AA].
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13 P9

(3) Extienda la seméntica de la evaluacién para incorporar errores. In-
corpore error, typeerror como resultados posibles de una evaluacion, al
mismo nivel que las formas canénicas. Por ejemplo, si e = |i],e’ = |0],

e/e’ = error.

Lidiemos primero con errores de tipos. Sea o un operador binario arit-

mético (i.e. o € {4+, —,+, *}). Si o # =+, definimos:
e1 = 21 €y = 29
e1 0 ea = typeerror z; & <intcmf>,i=1,2

Etc. la verdad no es dificil. Lo importante es notar que otra forma de

hacer esto seria lazy:
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(5) Evaltie modo eager y normal: (a) : (True + 0, AA) y (b) : (AA, True + 0).

En evaluacién normal, todas las tuplas se consideran una forma canénica,
incluso si sus elementos no lo estan. Por lo tanto, ambas tuplas evaltian a si
mismas.

En evaluacién eager, los elementos de la tupla deben llevarse a forma
normal. Sin embargo,

o[True + 0
01|/True = True|y;
02[0 = 0]oz
=True + 0 = typeerror]y

Por ende, la tupla no puede evaluarse en ager. En la segunda, AA no se
puede evaluar porque diverge. Por ende, ninguna tupla puede evaluarse en
modo eager.
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(6) En lenguaje aplicativo normal, reescsribir utilizando patrones y rec:

letrec  par = A\z.if z = 0 then true else impar(z — 1)
impar = Az.if x = 0 then false else par(z — 1)

in e

Recordemos que

letrec f = Az.c in e =41 let f =rec(AfAz.ep) in e

Por ende, la expresion arriba es

let par =rec(Af.\z.if £ = 0 then true else impar(z — 1))
impar = rec(\f.\z.if z = 0 then false else par(z — 1))

in e
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letrec f = A\z.if b then 1 else f z in f 0
(Ax.letrec f = A\z.if b then 1 else f = in if b then 1 else f z) 0
letrec f = Az.if b then 1 else f x in if b then 1 else f 0
if b then 1 else (Az.letrec f = Az.if bthen 1 else f z in if b then 1 else f z) 0

Si b es falso, esto continia

b = False

(Ax.letrec f = A\z.if bthen 1 else f z in if b then 1 else f z) 0
0=0
AZ....=> AT....

letrec f = Az.if b then 1 else f z in if b then 1 else f 0

Acé volvemos a una expresion anterior, y vemos que la recursion no ter-
mina. Si b es verdadero, se contintda

b = True
1=1

lo cual es totalmente esperable: si b = True, se devuelve 1 sin siquiera
llamar a la recursion.
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En normal, la evaluacién es similar (ahora la hacemos més paso a paso):

olletrec f = Az.if b then 1 else f z in f 0
o1[(Az.letrec f = Az.if b then 1 else f z in if b then 1 else f z) 0
011[AZ. ... = Az... Jo1
o12[letrec f = A\z.if b then 1 else f = in if b then 1 else f 0
0121 [if b then 1 else (Az.letrec f =if b then 1 else f z in if b then 1 else f z)(0)
o1210[b = True]

= 1jo121
= 1]o12
= 1]01
= 1]0
Si b = False,

o[letrec f = \z.if b then 1 else f z in f 0
o1[(Az.letrec f = Az.if b then 1 else f x in if b then 1 else f z) 0
o11[Az. ... = Az. .. Jo11
o12[letrec f = Az.if b then 1 else f = in if b then 1 else f 0
0121[if b then 1 else (Az.letrec f = Az.if b then 1 else f z in if b then 1 else f z)(0)
012100 = False]
o1211[(Az.Jetrec f = Az.if b then 1 else f z in if b then 1 else f z)(0)
012110[AZ. . .. = Az. .. Jo12110
o12111[letrec f = Az.if b then 1 else f z in if b then 1 else f 0

Ahora vemos que la rama 012111 es igual a la rama 012. La llamada no termina.
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14 P10

(1) Dé la seméntica normal y eager de True V 0 y True V AA

Seméntica normal:

[TV 0]n = (Aby € Vool .if by then T else [0]7)bool«[T]7
= ()\bl € Vbool-if b1 then T else Hoﬂn)bool*Lbool(T)
=if T then T else [0]n
= tpoolT'

Alternativamente, pero més horrible:

LboolT bl

[TVO0]n= (/\bl € Vbool- {[0]]77 e > - [Tn

_ Lbool T T
~1I0ln c.c.

= tpoolT'

La evaluacién normal de TrueV AA da t1,0017 y no es distinta de la anterior en esencia.
Pasemos a eager donde se dan cosas mas interesantes.

[TV O0]n = (Ab1 € Vhool-(Ab2 € Vhool-b1 V bz)bool*([[O}]n)) *[[T]]n

= (Ab1 € Vhoo-(Abs € Vhoorb1 V b2) 0, (nt0)) tboolT
( ba € Voot TV b2)b001* (Linto)
=ty

err

Similarment,
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[TV AAln=

/N

Abt € Voo (b2 € Vhoorb1 V ba),o01, (IAATD)) [T

by € Vioor. (b2 € Vhoor.b1 V b2)bool*(¢))bool*bb001:r
Ab2 € Voot T V b2)bool* (J_)

/N

—

Il
-
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Encuentre ecuaciones semanticas sencillas para las siguientes expresiones, considerando
los casos eager y normal.

(a) [(Az-e)e’In

(0) [wel[n | w : tunf]

(a) Empecemos con normal. Deseamos una semantica que "reemplace" las ocurrencias
de z en e por €. Y si bien €’ es una expresién con una seméntica propia, no deseamos
evaluar dicha semantica hasata después del reemplazo. Por lo tanto, proponemos:

[(Az.e)e’] = [e/(z — €)n

Veamos que esto satisface algunas propiedades deseadas. Por ejemplo,

[(Az.True)(AA)]n = [True/(z — AA)]n = [True]n = tboo True

Una semantica eager podria ser:

[(Az.e)e'ln = (v € V[el[n | = : v])[eln

Veamos por ejemplo que en este caso

[(A.T)(AA)[n = (Av € V.[T]n |z : v])«[e]n
=M eV[T]n|=z:v]).L
=1

(b) Empecemos con la normal otra vez. Deseamos, por ejemplo, que si f es constante,
[we][n | w : teun f] devuelva el valor constante incluso si la seméntica de e es bottom. Para
ello, hacemos

[wel[n | w : ttunf] = fe([eln)
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(3) Calcular la seméntica eager y normal de (True + 0,AA) y (AA, True + 0).

Eager:

[(T'+0,AA)n
=(Av; € V()\’l)z € VLnorm(Ltuple(<v17v2))> )*[[AA]]T/>*[[T + 0]]"7

= )\'Ul S V()\'U2 € VLnorm(Ltuple(<v17U2))> )*[[AA]]T])

*

(

(

(021 € Vi (A22 € Vingotins (01 + 92)), [0]0) [T
=(Ao1 € V:(22 € Vitnorm (taupte((01,2))) ) [AAIn)

(()\xl € Vint- (AZ2 € Vint-Lint (V1 + v2)) 4 [[Ol]ﬂ)bboolT)
(

=( vy € V.(Mz € Vitnorm (teupte((v1,v2))) )*[[AA]]n>*(tyerr)

Notas para recordar:

e Cuando lidiamos con seméntica de tuplas, como una tupla {(expr, expr) puede tener
distintos tipos (e.g. (0, True)), tiramos Av; € V.Avy € V., etc. Porque los elementos
de la tupla estan en V, pero no sabemos si en Vo1, Vint, €tc.

 Por lo dicho anteriormente, (v1,v2) (en la primera igualdad) tiene elementos de V.
Pero nuestra seméantica debe dar elementos de D = V. Por eso se tiene que liftear
la tupla, y para liftear primero la vemos como algo del espacio Viypie y luego como
algo de D: Lnorm(btuple (Ul, '02>)-

En normal, la forma canénica de una tupla (vi,vs) es la tupla (21, 22), con v; =y
22,V2 = z3. Es decir, es la tupla de las formas candnicas. Si recordamos esto, vamos a
poder reconstruir: la semantica normal de una tupla es la tupla de las semanticas normales:

[(T +0,AA)]n
([T +0n, [AA]n)
= (tyerr, L)

Ahora, en eager:
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[{AA,T + 0)]
=()\’U1 € V()\’U2 S V-(Lnorm o Ltuple) <U17 U2> )*[[T + 0]]77) *[[AA]]’O

:(Avl c V(/\UQ € V(Lnorm o Ltuple) <Ula U2> )*[[T + 0]]7’) *J-
=1

En normal, por la misma légica que antes, obtendremos (L,tyerr). Pero seamos
escarabajos y calculemos:

[(AA, T +0)]

=([AA]n, [T + 0n)
= <J_, ()\.’I? S ‘/int-(Ay € Vint-tnorm © Lint)(a: + y))int* [[0]]77) int+ [[T]]T]>

= <J_, ()\x € Vint- (MY € Vint-tnorm © tint) (€ +9)) .. [[0]]17) Lnorm(bbool(T))> = <J., ()\ac € Ving-(Ay € Vint-tnorm ¢

int*

Acé me surge una pregunta y es que estd mal definido todooo
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Dé la seméantica denotacional normal de las expresiones que dio en el ejercicio 7 del
practico 9, o sea de e := rec(Aw (0, w)).
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Se nos pide hallar

[letrec f = A\z.if e then 1 else f 0 in f O]y

donde ¢ (de cuerpo) el cuerpo de la abstraccién lambda. Sabemos que por def.

[letrec f =Az.cin fO]n=[fO0][n| f : teunh]

donde h € Vpy,. (El iota es necesario, porque los entornos mapean variables a valores
es V.) Aqui, h =Y} F, con

funx

ng:[[c]][n|f:bfung|x:z]

Sean' =1[n|f:tmn g|x: 2. Notemos que g €V — D, o0 sea g € Vgyn. Veamos que

leln’ = [if e then 1 else f 0]n’
lnorm O Lintl b ,
= | Ab € Vbool-
< e {Hfo]]n/ C.C.) boolx [[e]]n

Veamos que

[[foﬂn' = (AT e Vfun‘ﬂ*([[ﬂ]]n,))fun*([[fﬂnl)
= (M € Veun T (tnorm © tint 0))funx(teun 9)

= g*(Lnorm Lint 0)

Ademés, como e es cerrada, [e]n’ = [e]n. Por ende,

1 b
Fgz= Mn’ = | Ab € Vhoor fnormtint [[6]]’[]
Gx (Lnorm LintO) c.c. boolx

Como g, € D — D evaluada en tpormtint0 da lo mismo que g € V — D evaluada en
tint0, usamos esto de ahora en adelante.
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Para encontrar la funcién h que da la seméantica a nuestra recursién, debemos encontrar
el menor punto fijo de este funcional. El valor de dicho punto fijo depende del valor de
[e]. Hagamos por casos.

(Caso 1: [e]n es True)

norm bin 1 b
Fgz=1|MX € Wool- ¢ bint (tnorm © tbool) True
9(Lint0) Ce )

_ Unormlint 1 True
9(Lint0) c.c.

= Lnormbint 1

Es decir, F g=(d € V— 1) € V = D. Por lo tanto,

Fl=deV—1),Fl=(deV=1),...

es cadena no interesante y Y F = (d € V — 1).

(Caso 2: [e]n es False) La misma légica nos da F' g z = g(tint0). Por ende,

FJ_:(dEV—)J_Vfun(LintO)):dev—)J_:J_Vf‘m

Por ende, F21 = (d = Ly, (tint0)) = (d = 1) = F L. La cadena no es interesante
yYF=(deV— 1)

(Caso 3: [e]n ni siquiera es int.) Facilmente se ve que F' g z = tyerr y por ende
F g = (d > tyerr) para toda g € Viy,. Por lo tanto, YF =d € V — tyerr.

De estos tres casos, se sigue que la semantica que buscdbamos es

[[fO]] [77 | f : qun(d eV LnormLintl)] [[6]]7’] = lbool L'

lletrec f = Az.cin fO]n =< [fO][n ]| f : thun(d € V — 1)] leln = tbool F
[fO)[m | f : teun(d € V > tyerr)] [e]ln = wok, 6 # bool
1 [[6]]’[’] = tpool T’

=41 [[6]]7’] = LboolF
tyerr [e]n = gk, 0 # bool
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Queremos hallar la seméntica de:

(rec Afz.if e then 1 else fxz)0

Veamos que

[rec Afz.if e then 1 else f z]n
=(Af € Viun.Y )tuns([Afz.if e then 1 else f z]n)

Ahora bien,

[Afz.if e then 1 else f z]n
=lfunsub ()\d € D.[Az.if e then 1 else f z][n| f: d])

=lfunsub ()\d € D.itfunsub ()\d’ € D.[if e then 1 else f z][n| f:d|z: d’]))

Denotemos con 7’ el entorno involucrado en la ltima ecuacién.

Jif e then 1 else f z]n’

intsu 1 b
=\ (S Vbool' tintsub IIe]]T]/
[[f xﬂn/ c.C.
boolx
Lintsub 1 b !
== )\b E V 00l
( boct {()‘h € ‘/fun-h(d/))fun* [[d]]'l]/ c.c.) boolx [[eﬂn

lintsub 1 b ,
— [ Ab € Vioor.
( beet {(/\he Viun-A(d)) tans [d]7’ c.c.)bool* lel

Acé hay que dividir por casos. Si [[e] es true se ve que tendremos solo 1. No es
interesante. Veamos el caso en que [e]n es falso (y booleano). Como [e] es falso, la
semdntica del if en 7’ nos da

[if e then 1 else f z]n’ = (Ah € Viun-h(d'))funs[d]n
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Ac4 otra vez tenemos casos. Vamos a asumir sanidad mental y suponer que [d]n’ = d
es una funcién. En ese caso, esto resulta en

Jif e then 1 else f z]n’' = d(d)

Por ende, si [e] es true d es una funcién,

[Afz.if e then 1 else f z]n
=ltunsub ()\d € D.[Az.if e then 1 else f z]|[n | f : d])

=lfunsub ()\d € D.tsunsub ()\d’ € D.[if e then 1 else f z][n| f:d|z: d’]))
=i (M € D.._ (M’ € D.d(d")))

y la semantica serd el menor punto fijo de dicha funcién. Pero claramente, si llamamos
a dicha funcién m, 7(L) = AMd’ € D.1y, d = 1. Tendremos una cadena no interesante.
Su supremo es el L de Viyy.
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